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AND OVER THERE WE HAVE THE LABYRINTH GUARDS,
ONE ALWAYS LIES, ONE ALWAYS TELLS THE TRUTH, AND
ONE STABS PEOPLE WHO ASK TRICKY QUESTIONS.

And the whole setup is just a trap to capture escaping logicians. None of the doors actually lead out.
(http://xkcd.com/246/)
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1 Boolesche Algebra

1.1 Definitionen, Beispiele, elementare Eigenschaften
Def.:

:(;’1 10’1)

Algebra des Typs 2,2,1,0,0 ! heifdt Boolesche Algebra : <

1 ; , ist distributiver Verband, d. h. , sind kommutative, assoziative, distributive
Operationen und es gilt:

- = jn) AAI DI OAT UOQ
in! AOT OPOET 1T O0Q

2 : 0=0, 1=1
3 . = 0, =1
Beispiele:
1) = 01
o|lo|o 0
o1 |1 o)
1|01 0
1|1 |1 1
o1
1|0
2) Mengemit =21
’ ’n’ b b
= 2 ,falls endliche Menge
3) Ly 2yeens 1,..., 0,1 = 0,1 , =2
v v Ty 2aeee 1 2reeny 1 1, 2 Dyieny
1y 210 = 1y 25een
0 0,0,...,0, 1 1,1,...,1
11 2yeres < 1 2yerey L e . < ,WObei0< 1

' Aritat der Operatoren



4) Boolesche Algebren, die von obigen Beispielen verschieden sind, sind echte Unteral-
gebren von

falls unendliche Menge.
(Sogenannte Felder von Teilmengen von )

z. B.:
endlich oder endlich}
offenbar und ist beztiglich n, , abgeschlossen,d. h., ; ,n, , ,
ist Unteralgebra von ; ,n, , , und ebenfalls Boolesche Algebra.

Satz 1

Sei _ eine Boolesche Algebra und

(@) 0=, 1=
(b) =0 =1 =
(c)0=1,1=0
d =
(e) = , =
Zur Erinnerung: In Verbanden gilt:
S < -
< ist reflexive, teilweise Ordnung
H < - <
(8 = = =1
Beweis
(@) 0 =2 0 =
1= 1 =
2 Abs.
(b) Seien = Ound =1
Zu zeigen: = .Diesist bewiesen, wennman < wund < gezeigt hat.

Es gilt:



und

Distrib.
<

Vor. Dis_trib.

TR

Also:
(c) Wahlt manin (b) = Ound = 1,so steht dort
0 1=0und0 1=1

Offenbar nach Axiomen einer Booleschen Algebra erfllt

0=1
Analog zeigt man1=0( o )
(d) = folgtaus(b),indem man durch und durch ersetztund 3 benutzt.
(e) Beweisen nur =
(Der Beweis fiir = verlauft analog)
Zeigen, dass Voraussetzung von (b) erfiillt ist (Dabei - N ), d. h. wir
zeigen:
=0
=1 ()
Es gilt:
Distrib.
Komm. 0 4 B
=0 0 =
2 Idemp.
Also gilt
Analog zeigt man (e)
(f) Behauptung: < < <
Beweis:
< = < =
Def.
= <
(g) Behauptung: < = =1
Beweis:
Hinrichtung:
=1 = 1
O =
= <
Riickrichtung:
< =
1
- =1
Distrib.



Eigenschaft von Verbanden, die nachfolgend benétigt wird:
(; ,) Verband, #

le , kommutativ, assoziativ und
: = (Idempotenz)
: : = und = (Absorptionsgesetze)
(1. Definition eines Verbandes)

2. Definition:
( ; £) Verband, #

.= < ist reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf (d.h., < ist reflexive

Halbordnung) und fiir beliebige |, sind sup{ , }2undinf , 3eindeutig be-
stimmt.

Zusammenhang zwischen den obigen Definitionen:

Falls ; , Verband nach 1. Definition, soist ;< ,wobei
< e =
Verband nach 2. Definition
Falls ;< Verband nach 2. Definition, soist ; , mit
sup
inf
Verband nach 1. Definition.
1.2 Der Stonesche Darstellungssatz
Satz 2
Bis auf Isomorphie ist 0,1 0,1;,, ,0,1 die einzige Boolesche Algebra, die
(a) Direkt unzerlegbar (direkt irreduzibel)
(b) Subdirekt unzerlegbar (subdirekt irreduzibel)
ist.
Beweis:
Zur Erinnerung:
Bis auf Isomorphie ist 0,1 die einzige Boolesche Algebra mit genau 2 Elementen,
da
o1 o1
o|o|1 o|lo]|o
1|1 |1 1 o1
(wegen 5 und Kommutativitdt) (wegen Idempotenz)
o1
*Kleinstes Element  ,das> und=>

3 Grofltes Element ,das<  und <



1o
(wegen 3 und oben)

= :; direkt irreduzibel : =
_ 1 *_2 1 =loder , =1

Vorlesung Allgemeine Algebra
, Con_:

o und

L und

O =0 )

1 - 0 1

(

: subdirekt irreduzibel

Vorlesung Allgemeine Algebra
7 0
Con_|{ o
Wegen n = o, # o, # g, falls | 0,1 existiert, folgt mit Hilfe des obi-
gen Kriteriums (b).

Eine Folgerung aus Satz 2 und den Sitzen der Allgemeinen Algebra

Jede endliche Algebra ist isomorph zu einem direkten Produkt direkt irreduzibler Algeb-
ren.

Jede Algebra ist isomorph zu einem subdirektem Produkt subdirekt irreduzibler Algeb-
ren
Ist der folgende Satz:

Satz 3 (Stonescher Darstellungssatz)

(a) Sei _ endliche Boolesche Algebra mit = 2.Dann existiert ein mit der Eigen-
schaft, dass _ isomorph zur Algebra

0,1 L 2o . 01:,,,00..0,11,..1
Ist (siehe Beispiel 3 aus 1.1).

(b) Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einem Feld von Teilmengen einer gewissen
Menge (siehe Beispiel 4 aus 1.1).

Bemerkung:

Isomorph zur Algebra 0,1 ist die Algebra

Ny
mit =
O.B.d. A. 1,2,..,
Eine isomorphe Abbildung ist dann
: - 0,1 , 1o 2100

wobeli



1 falls

0 falls
Z.B. =5
= 2,3,5, = 0,1,1,0,1
1.3 Boolescher Ring
Definition:
; +,,—,0,1 Ring mit neutralem Element O bzgl. + und neutralem Element 1 bzgl.
heifdt Boolescher Ring : <
2 =
Beispiel:
_= 01; +, ,-,0,1 istBoolescher Ring,da0 0=0,1 1=1 mod2
mod 2
Lemma 4
_ Boolescher Ring
, + =0 und
Beweis
Nach Definition:
+ + =( + )
+ + +
+ = 0 (man subtrahiere + [d.h.— = ])
+ + = +
+ + +
+ =0

Subtration von +

() _= ; ,, ,0,1 Boolesche Algebra
; +,,—,0,1 mit

ist Boolescher Ring
Speziell:
0,1

+ (mod?2)
O|O0 (6] o (6]




o1 1 o 1

1|0 1 1 o
1]1 o 0 0
+ =
(2) _= ;+,,-,0,1 Boolescher Ring
_ ;v 50,1 mit
+ o+
1+
ist Boolesche Algebra.
Speziell: = 0,1
i
o|lo| o 0 )
O|1 1 1 0
1o 1 1 o
1 (1 1 [e] 1
= + +
(3) _ = _und _ = _ (Beweis: Nachrechnen [UA]).

1.4 Filter und Ideale Boolescher Algebren
Definition: _ Boolesche Algebra. ,

heifdt Ideal von =

1 0

2 ’

3 ( und < )
heifdt Filter von _ : =

;1

2 ’

3 ( und < )

Beispiele:




| : Filter

Satz 6:
_= 5 ,,,0,1 Boolesche Algebra
_ = ,;+,,-,0,1 Boolescher Ring
+
Sei . Dann gilt:
Ideal von < Ideal von
Beweis:

Sei Ideal des Booleschen Ringes, d. h. es gilt:

1 O
2 , -
3
Hieraus folgt:
1 0 (wegen ;)
2 s . ,da = + +
S5
3 ) ( und < ) da < Dot =
Sei ldeal der Booleschen Algebrad. h. es gilt:
1 0
2 ’ :
3 , ( und < )
Dann gilt:
1 0  (wegen 1)
2 : ;+ ,da + = (wegen , und 3)

IN
IN



Satz 7:

_ Boolesche Algebra.

Dann gilt:
(@) Idealvon _ = Filtervon _
(b) Filtervon < Ideal von _

Beweis:

Es gentigt, (a) zu beweisen.

Zu zeigen: erfiillt die Bedingungen:

1 1
2 : :
3 : o <
1 giltwegen , :0 und S. 1, (c)
> :Seien |,
, 2
3 - Seien und mit <
und =
und <

Also ist Filter.

Sei Filtervon ,d.h. erfullt ,, >, 3
Zu zeigen: istldealvon _,d.h. erfillt , ,
1 gilt wegen

> . Seien
, 2
3 : Seien , , <
und
und
und <
3
1.5 Kongruenzen auf Booleschen Algebren
Bekanntlich:
Seien = ; , = ( ; ) Algebren desselben Typs,

— homomorphe Abbildung, d. h.

1yeenr



1y oo = 1 seen falls = 1,

Dann ist

Eine Kongruenz(relation) auf ,d. h. eine Aquivalenzrelation auf ,die mit den Operationen
vertraglich ist, d. h.

v
=

.

-

1> 1 » 27 2 1vny ’ ( 1y 23 ’ 1y 23 n )

Zerlegung von ,die durch bestimmt ist. Dies fithrt zur Aquivalenzrelation

Satz 8

_ Boolesche Algebra
Ideal von _
Fiir beliebige sind folgende Aussagen dquivalent:

(@ . : =



(b) und
() +



Beweis:

Zeigen: (@) (b) (o) (a)
@ (b)

IdempTK.,Abs

Détr.
Détr.
<
Ideal
Analog zeigt man
- V=or.
<
Ideal
Also gilt (a)  (b)
(b) (o)
Klar, da bzgl. abgeschlossen.
() @)
Sei
Wahle ,
- Détr.
Und
- Dgtr.
Noch zu zeigen:
= und =
Laut Voraussetzung;:
< und <
Def. eines
Ideals
Satz 9
Sei_= ; ,, ,0,1 Boolesche Algebra. Dann gilt:
(a) Ideale




ist Kongruenz auf _.
(b) Kongruenzen auf

,0
=0 =0
ist Ideal von _.
(C) =, =
Beweis:
()
Sei Ideal von
) 2 : = ist dann
Reflexiv, da
0= Ound O
Symmetrisch, da
Transitiv, da
: ()und( ,
v : = und
Def.von ! )
Also ist eine Aquivalenzrelation

ist vertraglich mit ,da

Di stributivgeset z..

ist vertraglich mit ,da
: und



ist vertraglich mit , wegen dem oben Gezeigten und =

Folglich gilt (a)
(b)
Sei eine Kongruenz auf ,d.h. ist eine mit , , vertrigliche Aquivalenzre-
lation auf
Zu zeigen:
,0 ist Ideal von
Es gilt:
0 ,da 0,0 (« reflexiv)
,0 und ,0
Vertrél , 0
ertragl. 00
, : und <
,0 und =
Ko;\Sg;r. 0 Det
Speziell
Folglich gilt (b).
(c)
= folgt aus
,0
Def.
, =0
Def.
I
ogl ]
Es gilt nun
,da
, , und ,
Kongr. 0 0
und
,da
,0
,0
Kongr.
symm, '’
trans.
Also: =

Neue Bezeichnungen:



Anstelle von ,wobei Kongruenz der Booleschen Algebra, schrei-
ben wir
/I,
falls und wie in Satz 9 zusammenhdngen.
=, +, + .. +

%ET A &1 1 CAOOT C ABO 3A0OU y O1 A AAI A1l CAleAET Al (
i AETA 1 CAAOAOQ EOO AAO A1 cAi AA 3AOU4
Satz 10

(1) _,_Boolesche Algebra
- homomorphe Abbildung

Ideal von
/

Und / ist ebenfalls Boolesche Algebra

(2) _ Boolesche Algebra, Ideal von _.
O /

ist homomorphe Abbildung, die sogenannte kanonische homomorphe Abbildung
bzw. natiirlicher Homomorphismus.

1.6 Primideale und Ultrafilter, Hilfssdtze fiir die Aussagen- und Pradika-

tenlogik
Definitionen:

heif3t Ideal der Booleschen Algebra _
heilt Primidealvon : = # und( Ideal ': ' )

Filter der Booleschen Algebra _
heilt Ultrafilter von _:« # und( Filter ': ' )



Beispiel:

Ultrafil-

Primideal

Satz
Fir beliebige Ideale #  der Booleschen Algebra _ sind folgende Aussagen dquiva-
lent:
(a) ist Primideal von
(b) . entweder oder
(© : oder
(d) homomorphe Abbildung von _ auf die Boolesche Algebra 0,1 mit
= kern =0
1
1
0
0
Beweis
@ (b)

Sei ein Primideal von _



Zu zeigen: (§) D

()
Zu (8):
Angenommen, es existiert ein mit
Dot =1 (Widerspruch zu # )
eines
Ideals
Zu ([ ):
Sei und
Falls fiir alle : # 1gilt, ist kein Primideal
1
0
< Ideal
Also existiert ein mit =1
S1,(9
< = =1
(b) (o)
Angenommen, (c) ist falsch.
, : und

Vor.

= Widerspruch
2 Satzl Vor.



(0 (d

1
0
ist Homomorphismus, da fiir beliebige |, gilt:
= ,da
1. Fall
oder
Vor.
0 Mindestens einer dieser Werte ish
2. Fall
Wegen < und < gilt
und
1 1 1
= ,da
1. Fall (d. h., =1)
Wegen = 0 und Vor. (c) gilt dann (d. h., = 0).
Damit:
=0=
1
2. Fall
Wegen #
und =1
=0=1=
= ()

Folge aus obigen Uberlegungen und Morganschen Gesetzen (

)



d @

Voraussetzung: : - 0,1 mit

o

ist homomorphe Abbildung
Zu zeigen: ist Primideal

Angenommen, ist kein Primideal

Ideal :
Sei
=1 = =0
, =1
"= Widerspruch
3A0U Y&AARAD OEAT OAI OQ

_ Boolesche Algebra
Fiir beliebiges Ideal existiert Primideal ' mit '

Beweis

Behauptung klar fiir endliche Boolesche Algebren. Sei als nachstes

lich, d. h.
=1 21 3reee s = 0~
Konstruktion eines Primideals ' mit " ist wie folgt méglich:
1
, falls : =1
<, sonst
+1 kleinstes Ideal das
enthalt, bzw.

Abschlul? bzgl und <
ist Primideal, das enthalt.
Abschlieflend sei eine Menge beliebiger Machtigkeit.

Sei ' "Ideal, " #

abzahlbar unend-



#
Offenbar ;  Poset. Diese Poset erfiillt die Voraussetzung des
Zornschen Lemmas:

;< Poset

total geordneten Teilmengen von existiert eine obere Schranke

maximales Element von

da:
Sei eine beliebig total geordnete Teilmenge von ,d.h., es gilt: 4, » 1 o
oder , 1.Offenbar - ' und - 'ist obere Schranke von
Folglich: besitzt maximales Element ,d. h. ; . ist das gesuchte Prim-
ideal.
Problem:

Gegeben:

_ Boolesche Algebra

Firjedes  existiert das Supremum ,d. h.

s _
Bez: =
( <)

IN



Gesucht:

Primideal mit und der Eigenschaft, dass fiir beliebige die folgende
Situation nicht auftritt:

0
D. h.der zu gehorende kanonische Homomorphismus

- 0,1

hat die Eigenschaften

Sprechweise fiir obige Situation:
n, bewahrt die Suprema von @]
Antwort auf obiges Problem gibt das folgende
Lemma 13 (Rasiowa-Sikorski-Tarski-Lemma)

Es sei:
_ Boolesche Algebra
: und (siehe oben)

Dann gilt:
1: Primideal :
und bewahrt die Suprema von

Beweis:

Sei 1 beliebig gewahlt. Zeigen zundchst durch vollstindige Induktion, dass
eine Folge



mit der Eigenschaft

11 2 2
existiert:
W =1
Angenommen, fiir alle 1
1 =1
1
1 = 1und = 1 fur alle 1
< furalle 1 1 <
Satz1,(9)
= = 1 (Widerspruch!
Defvons ' ( P )
(2) — +1
Angenommen, es existiert
1) 2 24 enny mit
101 2 2
Zu zeigen:
Es existiert .4 +1 mit
101 +1
Angenommen, fiir jedes +1 gilt:
11 +1
Es gilt dann:
+1 +1 =1
#1
= +1
=1
< faralle
S1,(9)
+1 S
+1 +1
+1 =
=1,s.0ben
Widerspruch zur Induktionsannahme.
Die Menge
erzeugt ein eigentliches Ideal | von ,da
[XXX: Bild]
Primideal : 4
Satz12
Betrachten von Homomorphismus
- 0,1
: =0
=1

fir das gilt:

z1

z1

+1



Satz1,(g) -
<
Nach Definition: <
Hom.
< fur alle
Folglich
<
Zusammenfassend erhalten wir damit
= ()

fiir jedes ,d. h., bewahrt die Suprema von

2 Aussagenlogik

2.1 Aussagen, Aussagenverkniipfung

Definition: Eine Aussage ET  AAO | OOOACAT 1 1 CEE IARAGD j AEAE Q&P CEA A EA AR
eines Satzes der natiirlichen Sprache), von dem es sinnvoll ist, zu fragen, ob er wahr oder

falsch ist.

Bezeichnungen fiir Aussagen: , ,..., , ,..., , ...

wahr 1
falsch 0
Beispiele:
1. 5ist eine Primzahl 1
2. 2+3=9 0
3. Im Weltall gibt es auf3erirdische Lebewesen. ?
Keine Aussagen sind z. B.:
4. Seid leise!
5. Alles, was ich sage, ist falsch.
6. Heute ist ein schoner Tag.
7. Zwei Hithner auf dem Weg nach vorgestern.
Sprachlich kann man Aussagen durch gewisse Bindewoérter wie z. B. und, oder, wenn-A AT T h 8

verkniipfen und man erhélt wieder eine Aussage. Auflerdem kann man durch Verneinung (Ne-
gation) einer Aussage wieder eine Aussage gewinnen. Bei der mathematischen Modellierung
dieses Sachverhaltes lassen wir uns von folgendem Prinzip leiten:



Der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage ist nur von den Wahrheitswerten der
Einzelaussagen und der verwendeten Bindewoérter abhdngig.

Eine wahre Aussage ist damit z. B.:
Wenn die Rose Stacheln hat, dann kann man in Rostock Informatik studieren.

Da wir vom Inhalt der Aussagen abstrahieren, Aussagen nur die Werte O oder 1 annehmen
und nach obigem Prinzip, sind Aussagenverbindungen Abbildungen der Art

0,1 x 0,1 x..x 0,1 - 0,1,

mal

die sogenannten -stelligen Booleschen Funktionen.

Fiir unsere Zwecke gentigen die folgenden ein- und zweistelligen Booleschen Funktionen bzw.
Aussagenverbindungen:

Negation (- oder )
Die Aussage = (oder ) sei genau dann wahr, wenn falsch ist.
1
0
Disjunktion ( )
ist genau dann falsch, wenn und falsch sind.
[XXX: Wertetabelle]

Konjunktion ( )

ist genau dann wahr, wenn und wabhr sind.
[XXX: Wertetabelle]

Kontravalenz (+ oder )
+ ist genau dann wahr, wenn entweder oder wabhr ist.
[XXX: Wertetabelle]
Aquivalenz (= oder )
< ist genau dann wahr, wenn und den gleichen Wert haben.
[XXX: Wertetabelle]
Implikation (  oder -)

ist genau dann falsch, wenn wahrund falsch.
[XXX: Wertetabelle]

Vorteil obiger Beschreibung von Aussagenverkniipfungen mittels Boolescher Funktionen:

Exakte Beschreibung (im Gegensatz zum sprachlichen Gebrauch,z." 8 O 1T nl AAOOQ

Durch formale Behandlung von Booleschen Funktionen kann man sich Umformulie-
rungen von Aussagenverbindungen leicht verschaffen

8

Zunichst aber: Ubersetzen eines umgangssprachlichen Satzes in einen aussagenlogischen
Ausdruck durch



Zerlegung des Satzes in nicht weiter zerlegbare Einzelsdtze

Auffinden der aussagenlogischen Verkniipfungen zwischen den Einzelsdatzen und die
Art der Verklammerung der Teilausdriicke
Beispiele:

1. Sonntags besuchen wir unsere Freunde und, sofern es nicht gerade regnet, machen wir
eine Wanderung oder eine Radpartie.

Diese Aussage lasst sich wie folgt in folgende Einzelaussagen zerlegen:
. es ist Sonntag
: wir besuchen unsere Freunde
: es regnet
: wir machen eine Wanderung
: wir machen eine Radpartie
Logisch prazise (aber stilistisch schlecht) lautet dann
Wenn es Sonntag ist, dann
1. besuchen wir unsere Freunde und
2. wenn es nicht regnet, dann
3. [XXX: ergdnzen]

2.2 Erster Abschnitt zur Aussagenlogik
Sprachliche Hilfsmittel:

7y areny T 1y 23rem ) ) [N
Menge der atomaren Aussagen (Aussagenvariable).

BN

Menge der logischen Symbole (Junktoren).

()
Menge der Klammersymbole.

0
-AT CA AARAO n! O 1T & OIATTO
+1 , , 1o - ' 0
*>o n-AT CA AARAO &l OT ATT0O AUx8 AT AT OAADRAEAOI OAE
o o R

Um Schreibarbeit zu sparen, verzichten wir in Beispielen auf die Auf3enklammern und auf
Klammern, die durch Festlegungen wie 1), bindet stdirker als Oliberfliissig sind.

Beispiele:



1. - 2

Wir setzen:

2. -

Wir setzen: (moglich wegen der Assoziativitdt von )

Eine solche Vereinbarung ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn man z bei Kenntnis der Werte

von , , 0,1 <z den Wert von ausrechnen mochte!

Durch Induktion tiber dem Formelaufbau beweist man den

Satz 14
1. ist Atomformel (= 0)
Oder
2. fir gewisses und es existiert 1, » s1mit = 4, fir ge-

wisses ,, oder = = 4

Wir wollen nun den Formeln aus einen Inhalt geben. Dazu benutzen wir sogenannte Bewer-

tungsfunktionen:

Def.:
Seien , , ,— auf 0,1 wieim Abschnitt Aussagen, Aussagenverkniipfung definiert.
Eine Abbildung

- {0,1}
Heif$t Bewertungsfunktion (kurz: Bewertung), genau dann wenn

= =

Fiir beliebige , ,
Beispiel:
Sei und : -{0,1}
Setzen O und 1 fir alle
Dann muss gelten:
- = = = l
- = = = 0

Def.:

, Bewertung

ist falsch unter genau dann, wenn =0



ist wahr unter genau dann, wenn =1

heifdt Tautologie genau dann, wenn = 1 fiir alle Bewertungen
heifdt erfiillbar genau dann, wenn eine Bewertung existiert mit =1
heift widerspruchsvoll genau dann, wenn = O fiir alle Bewertungen
[XXX: Bild]
Beispiele:
= =
o o 0 0 1
o 1 0 0 1
1 o 0 0 1
1 1 1 0 1

3A0U Yi jn&l OOOAOUOI COOAOUOQ
Jede Abbildung : o — 0,1 lasst sich auf genau eine Weise zu einer Bewertungsfunk-
tion
- 0,1
fortsetzen.

Beweis:

Klar nach Definition einer Bewertung.

Bemerkungen:

Obige Definitionen sind Spezialfille gewisser Definitionen der Allgemeinen Algebra.
Legt man als Typ von Algebren

fest, so ist

Tragermenge der Termalgebra
Uber dem Alphabet

Eine Bewertung ist eine homomorphe Abbildung von der Termalgebra

in die Algebra
o,1; ,, ,m.
Obiger Fortsetzungssatz ergibt sich damit aus einem entsprechenden Satz tiber ho-
momorphe Abbildungen:
( ; ) Algebra mit Erzeugungssystem
;  Algebra
0. -
Dann gibt es genau eine homomorphe Abbildung ,die auf mit g iberein-
stimmt und die Algebra _in _ homomorph abbildet.



Von den Problemen der Aussagenlogik (spater Pradikatenlogik) wollen wir zundchst das soge-
nannten, 6 1 1 1 OORT AE QpéhdnBEedOD OT Al AT O

Grob gesagt, geht es um die Beantwortung folgender Fragen:

Wie kann man feststellen, ob eine Formel eine Tautologie ist?
(Methode: Aufstellen einer Tabelle ist nur fiir Formeln mit wenigen Aussagenvariablen
praktikabel!)

Wie erhilt man alle Tautologien (die gewisse logische Zeichen erhalten), d. E8 h A-1 1 A

OAOQUA AAO ! OOOACAT 11 CEEOe
Wie erhdlt man alle zu einer Formel &quivalenten Formeln ,d. h., fir welche st
< eine Tautologie?

Unser Weg: Wir fithren 2 Folgerungsbegriffe (Operatoren) ein:

&1 1



genau dann, wenn ist mittels gewisser Regeln aus den gegebenen 13 Tautolo-
gien ableitbar.

2.3 Semantischer Folgerungsbegriff
z b

genau dann, wenn Tautologie

(kurz: )
2Z
> genau dann, wenn:
Fiir alle Bewertungen : - 0,1 gilt:
Wenn fiir alle 2 = 1,s0 auch =1
Falls 2= 4, ,,..., ,schreiben wir auch
1, 2, EET)
Conss b2 n&l 1 CAOOIOGCAT ABO
Beispiel:
Z = , T |
o o o 0 (beliebig)
o 1 1 1 1
1 o 1 1 1
1 1 1 ) (beliebig)
Cons 2
Auch Elemente von Cons ¥ sind:
und alle Tautologien
Offenbar gilt
Satz 16
Cons o ist Hillenoperator, d. h.,
2 Consz
3, %,,dann Cons Cons ,

ConsCons2z = Cons
fir beliebige %,%,,% 2

2.4 Der syntaktische Folgerungsoperator (Ableitungsoperator)
Zunachst:

Der Hilberttypkalkiil fir die klassische Aussagenlogik besteht aus folgenden Axiomen und ei-
ner Regel:

(I) Axiome
Fiir beliebige , gilt:



[XXX: viiieeele tolle Axiome, stehen bei ihr im Netz]
(Il)Regel:n, - | AOO BI 1T AT 00

(d. h,, falls mittels Kalkdl abgeleitet oder Axiome sind, ergibt sich hieraus mit-

tels M. p. die Formel .)

Def.
Seien Z ,
Y (d.ES8 isgausZAACAIT AE O AsDdne Alixi8y auy >0 q
genau dann wenn
es existiert eine endliche Folge
11 2reem
So dass fiir jedes 1,2,..., gilt
ist ein Axiom oder _ Xoder ergibt sich mittels M. p. aus
, <
Bezeichnung:
b2
cons 2
Beispiele:
1.
1= Al
, = - A13
3= - M.p. 1, 2
4= - - A2
5= . M.p.( 3, 4)
Also: 0 5
2. 2=,
1=
s = A5
3 M.p. 1, 2
4 = A9
5= M.p. 1, 4
Also:2 5

Satz 17 (Vollstandigkeitssatz der Aussagenlogik)

Fiir beliebige gilt
cons ~ = Cons
d.h. =

Beweis:

Zeigen:
cons ~ Cons

mit



und
cons~ Cons
Zucons Cons
Behauptung: Falls¥  ,dann X (Nachweisdern, + | OOAEOQAEO Ol 1
Man rechnet leicht nach, dass die Formeln (A1)Z(A13) Tautologien sind.
Noch zu zeigen: Modus ponens arbeitet korrekt, d. h. falls

> und >
dann auch
z
Seien Z und X ,d.h. fir alle Belegungen mit = 1 fir alle
> gilt:
=1 und
=1
Damit:
1= =
1
Daraus folgt: =1
Also: Z
ZuConsz  cons
Beweisidee:
Definieren auf eine Aquivalenzrelation = 5 wie folgt:
=5 gdw X und
z
Zeigen, dass =5 vertraglich mit , ,-,
(Damit ist =5 Kongruenz der Algebra ; , ,=, ), wobei
e )
Zeigen aufderdem, dass
I=s; , ,7, - =5 )2
0" 1
mit
-z -z -z
=z
- =z =3
Boolesche Algebra
Falls obiges gezeigt ist, lasst sich ConsZ  cons leicht indirekt be-
weisen:

Angenommen, cons Z , Cons

Dann existiert mit
> und X
Folglich:
[XXX: Bild]
Nach Abschnitt iiber Boolesche Algebren existiert ein Primideal mit
[XXX: Bild]
Folglich existiert eine homomorphe Abbildung : - 0,1 mit
= Ound = 1 firalle >. - Widerspruch.
[XXX: Bild]

Ausfuhrlich:



Def.:
=5 gdw X und

d. h.

Alle Tupel auf denen alle Z gleich 1 sind. 1
51 A AO CEAO AEIlA rphdAI AEGOhige B O 1

genschaft beweist.

1. Behauptung:
=5 ist eine Aquivalenzrelation auf ,d. h. es gilt
=z
, wenn =3 ,dann =gy
v :Wenn =s und =5 ,dannauch =5
Beweis:
Vereinbarung: Schreiben = anstelle von = 5.

Nach Definition: = :gdwZX und X
Dies gilt jedoch wegen

Al
Sei = (d.h.X und X )
Offenbar folgt hieraus: =
Seien = und = ,d.h,

2

2

2

2

(A3)
Modus ponens:

Wahle oben = , =
Damit erhalt man aus (A3) und dem M. p.
2
Nochmals Anwendung des M. p. liefert:
2

Analog zeigt man: >
Also: =

2. Behauptung:
=5 ist eine Kongruenz der Algebra

I B L

wobei fiir beliebige gilt:



d.h. =5 ist vertraglich (kompatibel) mit den Operationen

LI} y .

Beweis:
Eine Operation , , ist vertraglich mit =y genau dann,
wenn fir beliebige , , , gilt: Wenn =y und =5 ,
dass auch

=z
- ist vertraglich mit =5 genau dann, wenn fiir beliebige
gilt: Wenn =3 ,dannauch- =3-
Vereinbarung: Schreiben = statt =5.

-l

Sei = ,d.h.X und X

(A1) = =

Mittels (A1) und M. p. erhalt man:
5 o4 -
S o4 -

Also gilt: = = =

Seien = und = |,

(A2) =
Waihle und

M. p. liefert

(Ag)
Waihle , ,

M. .p. liefert mit Hilfe von 1 :

2 2
Analog kann man zeigen:

z (3)
Folglich (2, 3)

(A3)
Wahle , , =

M. p. liefert:
( 5
Analog erhalt man
3 6
Also:
= 7
Folglich (wegen Transitivitit von = und 4, 7 )



d.h. = ist mit  vertraglich.
Zwecks Nachweis der Vertraglichkeit von =y mit und be-
trachten wir die folgende Relation < 5, von der wir anschlieflend
zeigen, dass sie eine reflexive Halbordnung auf ,~. (Menge aller
Aquivalenzklassen von = y) ist.
[XXX: Bild]
Def.:

-~y <5 =, genaudann, wenn
Wegen
Al
ist < 5 reflexiv.
Wegen
A3

ist <5 transitiv.
Die Antisymmetrie folgt aus der Def. von =:

Sei ., < .,dhZ
Angenommen, >

Dann =g
Also ., = .,,d. h.<; istreflexive Halbordnung.
Zeigen nun die Vertraglichkeit von =5 mit und
A5 ,
Liefert

< ) <

(Hier und weiter unten benutzen wir die Kurzschreibweise
... =; SOWIES  <5)

Angenommen, es existiert ein mit < (d.h. = )
und < (d.h.X ).
Wegen
A6 (
und M. p. folgt hieraus
<

womit

sup =
Analog folgt aus (A7) und (A8):

inf , =

Alsoist =y mit und vertraglich.

Aus dem oben Gezeigten folgt
3. Behauptung:
/=5 <5 ist Verband.

4. Behauptung:
/=5, <5 ist distributiver Verband.

Beweis:



Die Behauptung folgt aus

A9
A10
5. Behauptung:
[=ss 5+ =51 2 ist Boolesche Algebra
Beweis:
Bereits gezeigt: ,~,; , istdistributiver Verband.

Noch zu zeigen:
-,EOO0 EI AET OOAO %l AT AT O jn
5 EOO COEROAOG %l Ai AT O jnVve
dieses Verbandes und es gilt:

2 ,0°=,0% ,10=,1"

3 =,0% =1
Wegen

Al2 -
Ist =, kleinstes Element.
Wegen
A2
gilt fir alle und alle mit 2
2
d. h.
=z = =z
Alsoist £  AEA nYy.0 OI1
» ist klar, da oben gezeigt wurde, dass 1 = inf, = sup

Ol A ni O jAUx8 nvYO0Q EI AET OOAO j AL
3 erhdlt man aus
Al13 -
wie folgt:
»0°
n1°

(wegen < =

[XXX: fehlt was]
6. Behauptung:
[XXX: fehlt was]
(a) Es existiert eine homomorphe [XXX: gnah]
(b) Es existiert eine Belegung (Bewertung) von  mit
= Ound = 1 fir alle Z

Beweis:

(a) Die Abbildung



ist nach Behauptung 2 eine homomorphe Abbildung.
Eine homomorphe Abbildung
D=y & 0,1
mit =Qund nO=1.
[XXX: fehlt was]
(b) Da fiir alle Belegungen (Bewertungen)
- 01
die Gleichung

gilt, folgt (b) aus (a).

Nach all diesen Vorbereitungen lasst sich
consz = Consx
wie folgt beweisen: Angenommen, consx , Consz.

Dann existiert Consz cons% d.h. X und X ,d. h. (e
Wegen der 6. Behauptung (6) existiert folglich eine Belegung von
mit = 0 und = 1 fur alle 3, was wegen [XXX: juhu]



Def

> heifdt erfiillbar, genau dann, wenn Belegung : - 0,1 [XXX: toll]

Beispiel:

[XXX: Tabelle]
Def.:

>

> heifdt widerspruchsvoll, genau dann, wenn X nicht erfiillbar.

Als nichstes suchen wir dquivalente Bedingungenzurn, E OO A O A&

Def.:

>

> heifdt konsistent, genau dann, wenn 2 -
Beispiel:

Z = , | |
Al3 ,
2B b Al3
I M. p

Also: Z ist nicht konsistent.
Satz 18

Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(1) Zist erfiillbar

(2) Zist konsistent, d. h. : consZz

(3) Jede endliche Teilmenge von X ist konsistent

(4) consX #
Beweis:

1 2

Sei Belegungvon ,die Z erfiillt.
Dann: ist Bewertung von ,die consZ erfiillt.

Folglich (da = = 0):
consZz
2 3 und 3 4 sind klar!
4 (2)
Sei consZ #
Danngilt: /=, =2

AAOO



[XXX: Bild]
Nach dem Primidealtheorem lasst sich  wie folgt zerlegen:
[XXX: Bild]
Folglich existieren homomorphe Abbildungen und mit
- =5 =5
D =g & 0,1
O ist Bewertung [XXX: fehlt was]

Satz 19 (Endlichkeitssatz, Kompaktheitssatz)

Sei X . Dann gilt

(a) Falls , o existiert eine endliche Teilmenge ¥ < mit ¥

(b) Zist erfiillbar, genau dann, wenn: jede endliche Teilmenge von X ist erfiillbar

(c) Zist widerspruchsvoll, genau dann, wenn: es existiert eine endliche Teilmenge von
%, die widerspruchsvoll ist.

Beweis:

(@) Consz
Dann folgt aus Satz 17: consx
Folglich: in endlich vielen Schritten mit Hilfe von (A1 )z(A13), M. p. und gewissen
Formeln aus ¥ (und damit auch Z') herleitbar.
[XXX: fehlt was]
(b) Hinrichtung:
Sei X erfullbar
Dann (wegen Satz 18) [XXX: ergdanzen]

2.5 Anwendungen des Kompaktheitssatzes

Z. B. bei Beweisen:
Satz 20

Auf jeder Menge  ist eine irreflexive, totale Ordnung

< Y e X
( < genaudann, wenn <)
definierbar, d. h. < erfiillt folgende drei Bedingungen:
(1) Fir alle gilt <.
(2) Furalle # aus giltentweder < oder , <.

(3) < ist transitiv.
Beweis:

Ist eine endliche Menge, so gilt der Satz offensichtlich:

1y 250 ’ 1< 2 < <
Fir beliebige Mengen #  betrachten wir fiir jedes Paar x  die Aussa-

genvariable

Und firalle , , die Aussagen



Die wir zur Menge 2 zusammenfassen.
Z.B.fir = , ,
z = { , , , 0

[XXX: erganzen]

Damit ist gezeigt, dass eine irreflexive, totale Ordnung ist.
Anwendung des Kompaktheitssatzes liefert Beweis des obigen Satzes.

[XXX: ergdnzen]

Es gilt:

Vierfarbensatz:

Beweis

Ein beliebiger endlicher planarer Graph ist 4-chromatisch.

wurde (nachdem tiber 100 Jahre seit Problemstellung vergangen waren und viele Ma-

thematiker sich bemiiht hatten, einen Beweis zu finden) 1976 mit Hilfe einer Computerbe-

rechnung von etwa 1200 Stunden (Mio Mrd. Entscheidungen) erstmalig durch Appel und Me-

ken gefiihrt.

Eine Ubertragung des Vierfarbensatzes auf unendliche Graphen ist dagegen leicht:

Satz 22

Beweis:

Sei = ; planarer Graph, wobei beliebige nichtleere Menge.

Betrachten Aussagenvariable

[XXX: erganzen]

Falls = durch Bewertung erfiillbar ist, besagt

(1) Jeder Knoten gehort zu einer Farbungsklasse genau dann, wenn
=1

(2) Die Mengen 1, 2, 3, 4 sind paarweise disjunkt.

(3) Benachbarte Knoten haben nicht die selbe Farbe

Wegen des Vierfarbensatzes ist jede endliche Teilmenge von X erfiillbar. Womit der
Vierfarbensatz (laut Kompaktheitssatz) auch fiir unendliche Graphen gilt.

(Deduktionstheorem)
1 2 genau dann, wenn X
> X genau dann, wenn  4,..., > 1 2



Hinrichtung:
Sei X
Damit (M. p.):
Also:z { }

Riickrichtung:
Sei X ,d. h., isteine Ableitung aus X
Nach Def. konnen in dieser Ableitung nur endlich viele Formeln

Lreew _ X
Vorkommen.
Damit: 4,..., ,
Und 4, .. ist Tautologie. Da eine Tautologie aus X
ableitbar, folgt mittels M. p. die Behauptung:
Wegen 4,..., _ Zund = gilt
2 1 2
Damit
12 (1 M. p.
Also: >
2

Hinrichtung:

Sei Z ,d. h., es existiert eine Ableitung von aus gewissen Formeln
Treen >. Nach Definition einer abgeleiteten Formel bedeutet dies,
dass
1

Eine Tautologie ist.
Also gilt: 1

Riickrichtung:
Fir gewissen 4,..., 2 sei 1 e eine Tautologie.
Dies geht nur, wenn fiir jede Belegung mit

p = = =1
Stets = 1gilt.
Folglich gilt fiir jede Belegung ' mit ' =1 fur alle > auch
=1,dh X bzw. X
Fir > = erhdlt man aus obigem Satz
() genau dann, wenn

kann man benutzen, um Tautologien ohne viel Aufwand zu gewinnen. Dazu
Beispiele:

L ist Tautologie
Wegen



genau dann, wenn genau dann, wenn
ist Tautologie wegen
genau dann, wenn genau dann, wenn

[XXX: erganzen]|



