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AND OVER THERE WE HAVE THE LABYRINTH GUARDS,
ONE ALWAYS LIES, ONE ALWAYS TELLS THE TRUTH, AND
ONE STABS PEOPLE WHO ASK TRICKY QUESTIONS.

And the whole setup is just a trap to capture escaping logicians. None of the doors actually lead out.
(http://xkcd.com/246/)
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1 Boolesche Algebra

1.1 Definitionen, Beispiele, elementare Eigenschaften
Def.:

B = (B;v,A,~,0,1)
Algebra des Typs (2,2,1,0,0)! heifdt Boolesche Algebra : &

(By) (B;V,A) ist distributiver Verband, d. h. V,A sind kommutative, assoziative, distributive
Operationen und es gilt:
Vx,y € B:
xVx=xAx=x (,Jdempotenz")
xV((xAy) =x
XAN(xVy)=x
(B) Vx€B:xA0=0,xvl=1
(B3) Vx€B:xAXx=0 xvx=1

(,Absorption®)

Beispiele:

) B=1{01}
x|ylxvy|xny
o|lo|o )
o1 |1 0
1|01 )
1|1 |1 1
X |Xx
o1
1|0

2) X Menge mit |X]| > 1
(PBX);UN,~,0,X)
IBX)| = 21, falls X endliche Menge
3) B = {(x1, %2, .., xp)|Vi €{1,..,n}:x; € {0,1}} = {0,1}", |B| = 2"
Vo€ {V,A} (1, X2, o0, %) © (U1, V20 o) V) = (X1 © Y1, X2 © Y2, 000, X © V)

(xq, %2, e, xp) = (X1, Xp, v, X))
0:=(0,0,..,0), 1:=(11,..,1)
(1, X9, s X)) < V1, V2, s V)i © Viix; < y;, wobei0 < 1

' Aritat der Operatoren



4) Boolesche Algebren, die von obigen Beispielen verschieden sind, sind echte Unteral-
gebren von
(BE);UN,7,0,X),
falls X unendliche Menge.
(Sogenannte Felder von Teilmengen von X)
z. B.:

® B :={A € P(X) | A endlich oder A endlich}
offenbar @, X € B und B ist beziiglich Nn,U, ™ abgeschlossen, d. h., (B; U,n, ™, 0, X)
ist Unteralgebra von (3(X); U,n, 7, B, X) und ebenfalls Boolesche Algebra.

Satz 1
Sei B eine Boolesche Algebra und Vx,y € B:

@ xv0=x, xA1l=x

b) (xAy=0A(xvy=1))=x=y
(@) 0=11=0

(d) x=x

(e) XxVy=xVy, (xVy)=%XAYy

Zur Erinnerung: In Verbanden gilt:

a<b:avb=>»
t(eanb=a)

< ist reflexive, teilweise Ordnung

) x<yey<x
(g x<yeivy=1

Beweis
(@ xv0 = xv(xA0) o

(B2)

xA1l = xA(xVv1l) = x
(B2) Abs.

(b) Seienx Ay =0undxVvy =1
Zu zeigen: X = y. Dies ist bewiesen, wenn man X < y und y < X gezeigt hat.
Es gilt:



a<boSaAb=a

und
XAy = Ay) VO = (XAy)V(xAy)
(a) Vor.
picin, CVAY =
(B3)
Sy<x
x (?) 1Axv?r. (xVvy)Ax Di;ib.(i/v\_xlv(y/\x)
0 (B3)
= yAX
(a) Y
=>X<y
Also:x =y
(c) Wahlt man in (b) x = 0 und y = 1, so steht dort

0OA1l=0undOVv1=1

Offenbar nach Axiomen einer Booleschen Algebra erfiillt

Analog zeigt man 1 =0 (x © y)
(d) X = x folgt aus (b), indem man x durch ¥ und y durch x ersetzt und (B3) benutzt.
(e) BeweisennurxVy =X Ay
(Der Beweis fiir x Ay = X V y verlauft analog)
Zeigen, dass Voraussetzung von (b) erfiillt ist (Dabeix - xVy,y - XAy), d. h. wir
zeigen:
(xvy)A(XAYy) =0 Q)
(xvy)A(xAy) =1 (+)
Es gilt:
VYAEAY) = (xA@EAD) V(YA EAY)
= (GAD ANV EAGAY)
0 (B3) 0

(By) 0vo Id;m.
Also gilt (*).
Analog zeigt man (*x) = (e)

(f) Behauptung:x <y e y<x

Beweis:
xSyﬁxAy=x%w=x
xVy
Sy<Xx
(g) Behauptung:x <y e ixvy=1
Beweis:
Hinrichtung:
XVy=1= xA(xVy) =xA1
wv(xAy)=x
> X 3\ y=x=>x<Yy

Riickrichtung:

XS<Yy=>XAYy=Xx
>XV(@EAy)=XVx
1
== (kVx)A(XVy)=1
Distrib.
=xVy=1
(@)



Eigenschaft von Verbanden, die nachfolgend benétigt wird:
(L; AV) Verband, L # @

:© AV kommutativ, assoziativ und

Vx € L:x Vx = x Ax = x (Idempotenz)

Vx,y €EL:xV (x Ay) =xund x A (x Vy) = x (Absorptionsgesetze)
(1. Definition eines Verbandes)

2. Definition:
(L; <) Verband, L # @

1< <ist reflexive, antisymmetrische und transitive Relation aufL (d. h., < ist reflexive

Halbordnung) und fiir beliebige x,y € L sind sup{x, y}2 und inf{x, y} 3 eindeutig be-
stimmt.

Zusammenhang zwischen den obigen Definitionen:

®  Falls (L; v,A) Verband nach 1. Definition, so ist (L; <), wobei
XSy SxANy=x
(exvy=y)
Verband nach 2. Definition
®  Falls (L; <) Verband nach 2. Definition, so ist (L; V,A) mit
x Vy = sup{x,y}
x Ay = inf{x, y}
Verband nach 1. Definition.

1.2 Der Stonesche Darstellungssatz
Satz 2

Bis auf Isomorphie ist {0, 1} := ({0, 1};V,A, 7, 0, 1) die einzige Boolesche Algebra, die
(a) Direkt unzerlegbar (direkt irreduzibel)

(b) Subdirekt unzerlegbar (subdirekt irreduzibel)

ist.

Beweis:

Zur Erinnerung:

®  Bis auf Isomorphie ist {0, 1} die einzige Boolesche Algebra mit genau 2 Elementen,

da

Vio|1l AlOo|1
o|o|1 o|lo]|o
1|1 |1 1 o1
(wegen (B,) und Kommutativitdt) (wegen Idempotenz)
X | X

o1

* Kleinstes Element € L, das = x und > y
3 Grofdtes Element € L, das < x und < y



1 [o]

(wegen (B3) und oben)
® A = (A; F) direkt irreduzibel : &
A=Ay xA; = |A| =1oder|4;| =1

i’orlesung Allgemeine Algebr;i
Vo,T € ConA:
(0 AT =Kgund
oV T =k und
o0t = t00)
= {0,7} = {Ko, K1}
® A = (4; F) subdirekt irreduzibel
P

Vorlesung Allgemeine Algebra

K # Ko
(xECon A|{K0}
Wegen 0 N T = kg, 0 # kg, T # ko, falls a € B|{0, 1} existiert, folgt mit Hilfe des obi-
gen Kriteriums (b).

Eine Folgerung aus Satz 2 und den Sitzen der Allgemeinen Algebra

Jede endliche Algebra ist isomorph zu einem direkten Produkt direkt irreduzibler Algeb-
ren.

Jede Algebra ist isomorph zu einem subdirektem Produkt subdirekt irreduzibler Algeb-
ren

Ist der folgende Satz:
Satz 3 (Stonescher Darstellungssatz)

(a) Sei B endliche Boolesche Algebra mit |B| > 2. Dann existiert ein n € N mit der Eigen-
schaft, dass B isomorph zur Algebra

(0,1)" = ({(xl,xz, o x)|Vizx, € {0,135 V,A, 7, (0,0, ...,0), (1,1, ..., 1))
Ist (siehe Beispiel 3 aus 1.1).
(b) Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einem Feld von Teilmengen einer gewissen
Menge (siehe Beispiel 4 aus 1.1).

Bemerkung:

Isomorph zur Algebra {0, 1}" ist die Algebra
(BX); NU,~,0,X)
mit |[X| =n
O.B.d. A X:=1{1,2,..,n}
Eine isomorphe Abbildung ist dann
@:BX) - {0, 13", 4 - (x1,x2, .., X)),
wobei



_ {1 fallsi € A

i =

0 fallsig A
Z.B.n=5

A={2,3,5}, ¢(4)=(0,1,1,0,1)

1.3 Boolescher Ring

Definition:

{R; +,-,—,0,1) Ring mit neutralem Element 0 bzgl. + und neutralem Element 1 bzgl. -
heifdt Boolescher Ring : &
VXER:x-x=x
——

x2

Beispiel:

Lemma 4

R Boolescher Ring
=>Vx,y€ER:x+x=0 und
x . y = y . x

Beweis

Nach Definition:
x+x) - (x+x)=(x+x)

X-x+x-x+x-x+x-x

N —— N ——

X X X X
= x + x = 0 (man subtrahiere x + x [d. h. -x = x])

x+y) x+y)=x+y
X x+x-y+ty-x+ty-y

X y
_ x . + X = O
Subtration von x+y yry

>-(x-y=y-x
=(xy)

Satz 5

(1) B =(B;V,A,~,0,1) Boolesche Algebra
:> E* = (Bl +I‘l - 0; 1) mit
x+y=&AY)VEAY)

X - y=xAYy
—X =X
ist Boolescher Ring
Speziell:
B ={0,1}

x|y|lx+y(mod2) | x Ay | XAy
0 0 0 0




o1 1 o 1

1|0 1 1 0

11 0 o 0
x+y=xAy)V(xXAY)

(2) R = (R; +,-,—,0,1) Boolescher Ring

= R" = (R; V,A,7,0,1) mit

xVy=x+y+x-y
XAy =Xx-y
x=1+x

ist Boolesche Algebra.

Speziell: B = {0, 1}

X|y|xVy|x+y|x-y
o|o o] 0 o]
0|1 1 1 o]
1|0 1 1 o]
1|1 1 0 1

xVy=x+y+x-y
(3) (Q*)* = B und (3*)* = R (Beweis: Nachrechnen [UA]).

1.4 Filter und Ideale Boolescher Algebren
Definition: B Boolesche Algebra. I,F S B.

® [ heifdt Ideal von B : &

(L) O0€el
(I,) x,yel=>xVvyel
(I3) (xelundy<x)=>ye€el

®  F heifdt Filter von B : &
(Fp)) 1€F
(F,) x,yEF=>xAy€EF
(F;3) (x€Fundx<y)=>yE€EF

Beispiele:




| : Filter

Satz 6:
B = (B;V,A,7,0,1) Boolesche Algebra
B* = (B; +,,—,0,1) Boolescher Ring
x+y=xAY)V(EAY)
X-y=xAy
—X=Xx

Sei I € B. Dann gilt:

I Ideal von B < [ Ideal von B*
Beweis:
L=

Sei I Ideal des Booleschen Ringes, d. h. es gilt:
(IR)) 0€ICB
(IRy;) Vx,yel:x—y€l
(IR;) Viel:Vx€eB:i-x€l

Hieraus folgt:
(I;) 0€1I(wegen (IRy))
(1) Vx,yEI:xVyEI,daxVyS=5x+y+x'yEI
(I3) Vx,yEB:(xEIundny)deldanyElDzlngy=yEI

S
E >

Sei I Ideal der Booleschen Algebra B, d. h. es gilt:
(I,) 0€el
(I,) Vx,yel:xvyel
(I3) Vx,yeEB:(x€lundy<x)=>yel
Dann gilt:
(IRy) 0 €I (wegen (1))
(IR;) Vabelya+bel,daa+b = (anb)Vv(@anb) el (wegen (I;)und (I3))
<a

(IR3) ViEI:VxEB:i-xEI,dai-x=i7\xSi(1=>i-xel
3



Satz 7:

B Boolesche Algebra.

XCSB, X ={x|xeX}

Dann gilt:
(a) I Ideal von B < [ Filter von B
(b) F Filter von B & F Ideal von B

Beweis:

Es gentigt, (a) zu beweisen.

=
Zu zeigen: I erfiillt die Bedingungen:
(F)) 1el
(F,) Vx,yel:xAy€l
(F;) Vxe€l:VyeB:x<y=yel
(Fy) gilt wegen (I;):0 € I und S. 1, (c)
(F,): Seien x,y € T
>Xx,yeEl=xVyel
I2)
>XxVyel=>xAy€el
N——
XAy
(F3):Seienx € Jundy E Bmitx <y
=>Xx€lundxAy=x
=> X€lundy <x

=vyel
U3) y
Also ist I Filter.

=
Sei I Filter von B, d. h. I erfiillt (F;), (F,), (F3)
Zu zeigen: [ ist Ideal von B, d. h. I erfiillt (1,), (I3), (I3)

(1) gilt wegen (F;)
(I): Seien x,y € I

yeEI=xAy €I
YEIRTY
xVyel

X

=

=
(I3):Seienx €I,y €EB,y < x
>x€lundxAy=y
:Xefund@=y
VY
>x€lundx <y
Egyei:yel

xI

Ay =

1.5 Kongruenzen auf Booleschen Algebren

Bekanntlich:

Seien A = (4; F), B = (B; F) Algebren desselben Typs,
¢: A - B homomorphe Abbildung, d. h.
vf™ e F:vay, ..., a, € A:



o(f(ay, .., ay)) = f(p(ay), .., p(ay)) fallsn > 1,
@(fy) = fgfallsn =0

Dann ist
K, ={(x,y) € A2|p(x) = 9()}

Eine Kongruenz(relation) auf 4, d. h. eine Aquivalenzrelation auf 4, die mit den Operationen
€ F vertraglich ist, d. h.

vf™WeFm=1):vay,..,a,by,.., b, €A:
(allbl)' (a2'b2)l L] (an)bn) € K(p = (f(allaZ' ...,an), f(blthf 'bn)) € K(p

Zerlegung von A, die durch ¢ bestimmt ist. Dies fithrt zur Aquivalenzrelation k.,

Satz 8

B Boolesche Algebra

I Ideal von B

Fiir beliebige a, b € B sind folgende Aussagen dquivalent:
(@ Ix,y€l:avx=bVy



(b)anbelundanbel
() a+b=(@nb)v(anb)el



Beweis:

Zeigen: (a) = (b) = (c) = (a)

@) = (b)
a,beB; x,y€el
avx=bVy
=anb
2anb = e (anbra)V(anbAx)
il (a/\b)/\(an)
bvy

Di?tr.(a/\l;/\b)v(a/\b/\y)
=>aAb=(aAb)Ay
>aAb<y==aAbel

yEl
I Ideal
Analog zeigt man a A b € I:
c‘z/\bz(d/\b)/\(be)vz (@nb)A(aVx)
or.
=(@Ab)Ax
s>aAb<x==aAbel
x€l
I Ideal
Also gilt (a) = (b)
(b) = ()
Klar, da I bzgl. v abgeschlossen.
(c) = (a)
Sei (@Ab)V(anb)el
Wihlex :=aAb,y:=aAb
=>avVx=av(@Ab) = (ava)A(aVb)
Dlstr.T/

=aVb
Und
bvy=bV(aAb) . (bVa)/\(b\l/b)
=aVb
>aVx=bVy
Noch zu zeigen:
x=aAb€elundy=aAbeEl
Laut Voraussetzung;:
(@Ab)Vv(anb)el

X
y
saAb<xVyundaAb<xVy
——=aAbaAb€El
Def. eines

Ideals

Satz 9

Sei B = (B; V,A,~, 0, 1) Boolesche Algebra. Dann gilt:
(a) VIdealeI € B:

|R(I) ={(a,b) € leflx,yel:anZbe}|




ist Kongruenz auf B.
(b) V Kongruenzen R auf B:
I(R) :={a € B|(a,0) € R}
(=[0]g = 0/R)
ist Ideal von B.

() I(RMD) =1, R(I(R)) =R
Beweis:

(a)
Sei I Ideal von B.

R(I) = {(a,b) € B*|3x,y €I:aV x = bV y} ist dann

B Reflexiv, da
Va€B:av0=av0OundO€]
= (a,a) € R(I)

= Symmetrisch, da
(a,b)ER(I)=3Ax,y€l:aVx=bVy
=>3Ax,y€l:bvy=aVx=(b,a) €ER()

®  Transitiv, da
(a,b) € R(I) und (b,c € R(I)

= Ax,y,u,v € I: aVx= bVyund

bvu cVv
= 3Ax,yuvel:(avx)Vu=(bVy)Vu
(bvu)vy=(cvv)Vy
= Ax,y,u,v€l:av(xVvu)=cV(@wVy)

€l €l

Def. von (Cl, C) € R(I)
R()

Also ist R(I) eine Aquivalenzrelation

B R(I) ist vertraglich mit —, da
(a,b)ER(I)=3Ax,y€l:aNhx=bVy
SaNX=bAy
s>@Ar)ViEvy)=((bAy)Vv(xvy)

> (@Ax)vx)vy = ((BAy)Vy)Vx
(Distributivgesetz...)
>av(xVy)=bV(xVy)
€l el
= (a,b) € R()
= R(I) ist vertraglich mit v, da
(a,b) € R(I) und (c,d) € R(I)
=>3x,y,u,vE€l:aVvx=bVyundcvVu=dVvv
=2>(@avx)V(cvu)=((bvy)v(dVvv)
=>@vovixvu)=Mhvd)Vv(yvrv)
€l €l

=(@avebvd) €R()



®  R(I) ist vertraglich mit A, wegen dem oben Gezeigtenund x Ay =XV y
Folglich gilt (a)
(b)

Sei R eine Kongruenz auf B, d. h. R ist eine mit V,A, ~ vertrigliche Aquivalenzre-
lation auf B
Zu zeigen:
I(R) :={a € B|(a,0) € R} ist Ideal von B.
Es gilt:
B 0€l(R),da(0,0) €R (« reflexiv)
® Va,b €I(R):
(a,0) e Rund (b,0) €R

—=|aVvb, 0 |ER=>aVbeIR)
Vertragl 0\70
Va,b €B:a€I(R)und b <a
= (a,0)ERundbAa=5»b
: (aAb,anb) ER=Db €I(R)
R ist ~—— —— Def.
Kongr. b 0
(Speziell (b,b)€ER)

Folglich gilt (b).
(c)
I(R(I)) = [ folgt aus
ac I(R(I));f; (a,0) € R(D

ﬁax,y €l:avx=0Vy
S [XXX: gnaaah!]

Es gilt nun

= RcR(I(R)) da

(a,b)) eR—=(aAb,bAbD)ERund (ana,bA’) ER
R Kongr. T T
=>aAb€el(R)undbAae€I(R)

3 (a,b) € R(I(R))
= R(I(R)) SR, da
(a,b) € R(I(R))(z*g(a/\l_;)v (@nb) € I(R)

=>((aAB)v(dAb),0)eR

== ((anb)v(@aAb)va,0va) €R
R Kongr. p \_b,__z
aV

R symm.,, (a,b) €R

trans.

Also: R(I(R)) =R

Neue Bezeichnungen:



Anstelle von B/p = {[x]g|x € B}, wobei R Kongruenz der Booleschen Algebra, schrei-
ben wir
B/I,
falls R und I wie in Satz 9 zusammenhdangen.
B/l={l,a+1,b+1,..} a€B\LbeB\(IU(a+D),..

Eine Folgerung aus Satz 9 und dem allgemeinen Homomorphiesatz (siehe Vorlesung ,Allge-
meine Algebra®“) ist der folgende Satz:

Satz 10

(1) B,C Boolesche Algebra

¢: B = C homomorphe Abbildung

= 3JIdeal I von B:
¢(B) =B/l

Und B/I ist ebenfalls Boolesche Algebra

(2) B Boolesche Algebra, I Ideal von B.
=2>¢@:B->B/I,b-» b/R()
{xeB|(b,x)ER()}
ist homomorphe Abbildung, die sogenannte kanonische homomorphe Abbildung

bzw. natiirlicher Homomorphismus.

1.6 Primideale und Ultrafilter, Hilfssdtze fiir die Aussagen- und Pradika-

tenlogik
Definitionen:

= ] heifdt Ideal der Booleschen Algebra B
I heifdt Primideal von B :< 1 # Bund (A 1dealI:1 c I c B)

®  F Filter der Booleschen Algebra B
F heiflt Ultrafilter von B : & F # B und (# Filter F: F ¢ F c B)



Beispiel:

Ultrafil-

Primideal

Satz 11

Fir beliebige Ideale I (# B) der Booleschen Algebra B sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(a) I ist Primideal von B

(b) Va € B: (entwedera € [ odera € I)

(c) VabeB:(anbel= (a€loderb€el))

(d) 3 homomorphe Abbildung ¢ von B auf die Boolesche Algebra {0, 1} mit

I =kerng = {x € Blp(x) = 0}

Beweis
(@) = (b)

Sei I ein Primideal von B.



Zu zeigen: (o) Aa € B:{a,a} < I
(B)VaeB:a¢l=>acl
Zu (x):
Angenommen, es existiert ein a € B mit
{a,a} c1I

=ava= 1 € I (Widerspruch zu I # B)

eines
Ideals

Zu (B):
Seia€ Bunda € I.
Falls fir alle x € I: a vV x # 1 gilt, ist I kein Primideal

1

favx|lxelJu{y|3x € I:y < aV x} Ideal
Also existiertein x € I mitaVx =1

a<x€el>acel
S.1, (g)

(x<yexvy=1)
(b) = ()
Angenommen, (c) ist falsch.

=>3a,beEB:aAnb€lunda&lundb &I
—={a,b}cI

Vor. (b)
=aVvb = aAb€l=—=aAb &I (Widerspruch)
(1) Satz 1 Vor. (b)



(c) = (d)

¢ ist Homomorphismus, da fiir beliebige x, y € B gilt:

p(xAy) =) Ao(y), da
. Fall xAy€el
—=x €lodery €l

Vor. (¢)
= @xAy) = ) Ap(y)
N e’ N ——
0 Mindestens einer dieser Werte ist0

2. Fall xAy e B\I

Wegenx Ay <xundx Ay <y gilt

xglundy &1

=2>pkxAy) = (&(ﬁ) A gg_@-c)
1 1 1

p(x) = p(x),da
LFall x¢I(d. h,pX) =1)

Wegen x A X = 0 und Vor. (c) gilt dann x € I (d. h., ¢(x) = 0).

Damit:
p(X)=0= o)
1
2.Fall x €1
X e I
Wegen I#B
und xvVi=1

= 9@ =0=1=(px)

pxvy) =) Vo)
Folge aus obigen Uberlegungen und Morganschen Gesetzen (aVy =
TAY)



(d) = (@)

Voraussetzung: ¢: B — {0, 1} mit
ist homomorphe Abbildung
Zu zeigen: [ ist Primideal

Angenommen, [ ist kein Primideal

= 3Jldeall:IcI cB

Seixel \I
(73<p(X) =1=2¢px) =¢(x) =0
—xel=>x€el
)

s{xxjcl =2xvi=1€l
= ' = B (Widerspruch)

Satz 12 (,Primidealtheorem®)

B Boolesche Algebra

Fir beliebiges Ideal I c B existiert Primideal I' mit I < I
Beweis

Behauptung klar fiir endliche Boolesche Algebren. Sei als nachstes B abzahlbar unend-
lich, d. h.

B :{bl,bz,b3,...}, |B| = NO = |N|
Konstruktion eines Primideals I’ mit I € I ist wie folgt moglich:

11 =]
(I,, falls3a€l,:avb, =1
[In U {bn}]vS , sonst

Ly 41 J kleinstes Ideal, das I,, U{b,, }
enthalt, bzw.
Abschlufd bzgl. v und <

I' := Upen I, ist Primideal, das I enthalt.
AbschliefRend sei B eine Menge beliebiger Machtigkeit.

Sei/ :={I' € B|I' Ideal,I # B}



IE]=>]+0
Offenbar (J; <) Poset. Diese Poset erfiillt die Voraussetzung des
Zornschen Lemmas:
(P; <) Poset
V total geordneten Teilmengen von P existiert eine obere Schranke

= 3 maximales Element von P

da:

Sei K eine beliebig total geordnete Teilmenge von /,d. h., es gilt: VI, I, € K:1; € I,
oder I € I;. Offenbar Uy ¢x I' € J und Uy ¢k I' ist obere Schranke von K.

Folglich: J besitzt maximales Element M, d. h. AN € J: M c N. M ist das gesuchte Prim-
ideal.

Problem:

Gegeben:
®= B Boolesche Algebra
= M,CB, (n€N)

Fiir jedes M,, existiert das Supremum x,, € B, d. h.

VvmeM,  m<xn

Vy € B:
(VmeM,:m<y)
SXp =Y

Bez.V M, = x,

= xeB\({1}



Gesucht:

Primideal I mit x € I und der Eigenschaft, dass fiir beliebige n € N die folgende
Situation nicht auftritt:

~

e

0
D. h. der zu I gehorende kanonische Homomorphismus 7:

B - {0,1}
x€l=>n(x)=0
xEl=>n(x)=1

hat die Eigenschaften

® vneNaIV{r(n)lme M,}
® vn e Nan(x) = V{r(n)lm € M, }

Sprechweise fiir obige Situation:
»I bewahrt die Suprema von G = {M,,|n € N}*
Antwort auf obiges Problem gibt das folgende
Lemma 13 (Rasiowa-Sikorski-Tarski-Lemma)

Es sei:
B Boolesche Algebra
vn € N: M,, € B und x,, := VM,, € B (siehe oben)
G = {M,|n € N}
Dann gilt:
Vx € B \ {1}: 3 Primideal I:
x € I und I bewahrt die Suprema von G.

Beweis:

Sei x € B \ {1} beliebig gewahlt. Zeigen zunachst durch vollstdndige Induktion, dass
eine Folge



a, €EM,, (neN)
mit der Eigenschaft
VneEN:xV(Aa)V(xaAay)V..V(x, Aa,) #1
existiert:
1 n=1
Angenommen, fiir alle a € M;:
xV(gnaa) =1
(xvx)A(xva)
=>xVx =lundxVva=1firallea € M;

———a<xfiralleae M; = x; <«x
Satz 1, (g)
——= x; Vx = x = 1 (Widerspruch!)
Def. von <

n-n+1

Angenommen, es existiert

a, € My,a; € My, ...,a, € M,, mit

xV(@iAa) Vg Aay)V..V(x, Aa,) =1
Zu zeigen:
Es existiert a,, ;1 € M,, ;1 mit
XV Aa) V..V (e Alpyg) #1
Angenommen, fiir jedes a € M, gilt:
XV ANV ..V Aay)V (1 Aapyr) # 1
=y

Es gilt dann:

Y V(41 Alpyr) =1
#1

5 6% V_xln+1) A (ylfld) =1

< v fi
ﬁ; a<yfirallea € M,

_ Xn+1 < y
xn+1:=\/Mn+1
=

Xnp1 VY=Y
N———

=1, s.oben
Widerspruch zur Induktionsannahme.

Die Menge
{x} U {x, Aa,|n € N}
erzeugt ein eigentliches Ideal /; von B, da

[XXX: Bild]
—= 3 Primideal I: [; € I
Satz 12
Betrachten von Homomorphismus
m:B — {0,1}
Vx€el:n(x)=0
vxel:n(x)=1
fir das gilt:

nom(x Aag) =) Am(a) = m(x,) Vr(ag) =0
el



= (n(xk)) vr(a,) =1
() < mla)
<V{n(a)laeMy}

= () < \ [ tr(@la € M)

®  Nach Definition: Va € M,,:a < x;,
> aVXxy =Xxg
= mn(a) Vrlx) = m(xy)
Hom.
= n(a) < n(x;) fur alle a € M,

)
Satz 1, (g)

Folglich
\/e@la e M) < )

Zusammenfassend erhalten wir damit

\/ @l € M3 =m0

fiir jedes k € N, d. h., I bewahrt die Suprema von G.

2 Aussagenlogik

2.1 Aussagen, Aussagenverkniipfung
Definition: Eine Aussage in der Aussagenlogik ist ein sprachliches ,Gebilde“ (meist in der Form

eines Satzes der natiirlichen Sprache), von dem es sinnvoll ist, zu fragen, ob er wahr oder
falsch ist.

Bezeichnungen fiir Aussagen: 4, B, ..., D, q, ..., Di, Qi -

{wahr 1

falsch 0

Beispiele:
1. 5 ist eine Primzahl 1
2. 2+3=9
3. Im Weltall gibt es auf3erirdische Lebewesen. ?

Keine Aussagen sind z. B.:

Seid leise!
Alles, was ich sage, ist falsch.
Heute ist ein schoner Tag.

N o o

Zwei Hithner auf dem Weg nach vorgestern.

Sprachlich kann man Aussagen durch gewisse Bindewdrter wie z. B. und, oder, wenn-dann, ...
verkniipfen und man erhélt wieder eine Aussage. Auflerdem kann man durch Verneinung (Ne-
gation) einer Aussage wieder eine Aussage gewinnen. Bei der mathematischen Modellierung
dieses Sachverhaltes lassen wir uns von folgendem Prinzip leiten:



Der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage ist nur von den Wahrheitswerten der
Einzelaussagen und der verwendeten Bindewoérter abhdngig.

Eine wahre Aussage ist damit z. B.:
Wenn die Rose Stacheln hat, dann kann man in Rostock Informatik studieren.

Da wir vom Inhalt der Aussagen abstrahieren, Aussagen nur die Werte 0 oder 1 annehmen
und nach obigem Prinzip, sind Aussagenverbindungen Abbildungen der Art

{0,1} x {0,1} x ...x {0,1} » {0, 1}, (neN)

n mal

die sogenannten n-stelligen Booleschen Funktionen.

Fiir unsere Zwecke gentigen die folgenden ein- und zweistelligen Booleschen Funktionen bzw.
Aussagenverbindungen:

®  Negation (— oder )
Die Aussage —p (oder p) sei genau dann wahr, wenn p falsch ist.
0 1
1 0
®  Disjunktion (V)
p V q ist genau dann falsch, wenn p und q falsch sind.
[XXX: Wertetabelle]
®  Konjunktion (A)
p A q ist genau dann wahr, wenn p und g wahr sind.
[XXX: Wertetabelle]
®  Kontravalenz (+ oder @)
p + q ist genau dann wahr, wenn entweder p oder q wahr ist.
[XXX: Wertetabelle]
®  Aquivalenz (< oder <)
p © q ist genau dann wahr, wenn p und g den gleichen Wert haben.
[XXX: Wertetabelle]
® Implikation (= oder —)

p = q ist genau dann falsch, wenn p wahr und q falsch.
[XXX: Wertetabelle]

Vorteil obiger Beschreibung von Aussagenverkniipfungen mittels Boolescher Funktionen:

= Exakte Beschreibung (im Gegensatz zum sprachlichen Gebrauch, z. B. von ,oder)

®  Durch formale Behandlung von Booleschen Funktionen kann man sich Umformulie-
rungen von Aussagenverbindungen leicht verschaffen

Zunichst aber: Ubersetzen eines umgangssprachlichen Satzes in einen aussagenlogischen
Ausdruck durch



= Zerlegung des Satzes in nicht weiter zerlegbare Einzelsétze

®  Auffinden der aussagenlogischen Verkniipfungen zwischen den Einzelsitzen und die
Art der Verklammerung der Teilausdriicke

Beispiele:

1. Sonntags besuchen wir unsere Freunde und, sofern es nicht gerade regnet, machen wir
eine Wanderung oder eine Radpartie.

Diese Aussage A lasst sich wie folgt in folgende Einzelaussagen zerlegen:
: es ist Sonntag

: wir besuchen unsere Freunde

: es regnet

: wir machen eine Wanderung

Thmo Ow

: wir machen eine Radpartie

Logisch prazise (aber stilistisch schlecht) lautet dann A:
Wenn es Sonntag ist, dann

1. besuchen wir unsere Freunde und

2. wenn es nicht regnet, dann

3. [XXX: ergdnzen]

2.2 Erster Abschnitt zur Aussagenlogik
Sprachliche Hilfsmittel:

At ={A,B,C, ..., A;,By,Cy, ., Ay, By, Cry o}
Menge der atomaren Aussagen (Aussagenvariable).
] ={AV,—,>}
Menge der logischen Symbole (Junktoren).
K ={()}
Menge der Klammersymbole.
Fo = {(X)|X € At}
Menge der ,Atomformeln®

X,Y € F o€ {AV,=}} U{(=X)IX EE}UE, (n € Np)

Fpy ={X oY)
F = Un—o F,; »,Menge der Formeln“ bzw. ,Menge der syntaktisch richtigen Ausdriicke®
Fo:=Fy,  Fpy1=Fop1 \ Fy

Um Schreibarbeit zu sparen, verzichten wir in Beispielen auf die Auf3enklammern und auf
Klammern, die durch Festlegungen wie , A bindet starker als v* iiberfliissig sind.

Beispiele:



L f= (((A) A(B)) V (C)) €F,
Wir setzen: f = AABVC
2. g=((WvB)v©)

Wir setzen: g = AV B V C (mdglich wegen der Assoziativitdt von V)

Eine solche Vereinbarung ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn man - bei Kenntnis der Werte

von 4, B, C (€ {0,1}) - den Wert von (((A) A (B)) v (C)) ausrechnen mochte!

Durch Induktion tiber dem Formelaufbau beweist man den
Satz 14

Vo € F:
1. ¢ ist Atomformel (& ¢ € F))
Oder
2. @ EF, fir gewissesn € Nund es existiert ¢, 9, € F, 1 mit ¢ = (¢, ° ¢,) fiir ge-
wisses o€ {A,V,=} oder ¢ = (—¢;)
]

Wir wollen nun den Formeln aus F einen Inhalt geben. Dazu benutzen wir sogenannte Bewer-
tungsfunktionen:

Def

Seien V,A, =, = auf {0, 1} wie im Abschnitt Aussagen, Aussagenverkniipfung definiert.
Eine Abbildung
u:F - {0,1}
Heif$t Bewertungsfunktion (kurz: Bewertung), genau dann wenn
u(=f) = —u(f)
u(g vh) =u(g)vuh)
u(g Ah) = ulg) Au(h)
u(g = h) =u(g) = u(h)
Fiir beliebige f,g,h € F

Beispiel:

SeiA € Atund u: F - {0, 1}
Setzen u((A)) =0 und u((X)) =1 fur alle X € At \ {4}
Dann muss gelten:
u(=(4) = u(@)=1
u(—|(X)) = —|u((X)) =0
u((@v®)) =u(@®)vu(®) =1

Def.:

@ € F,u Bewertung

B @ ist falsch unter u genau dann, wenn u(¢) =0



® @ ist wahr unter u genau dann, wenn u(¢) =1
® ¢ heifdt Tautologie genau dann, wenn u(¢p) = 1 fiir alle Bewertungen u
® ¢ heifdt erfiillbar genau dann, wenn eine Bewertung u existiert mit u(¢) =1

B ¢ heifdt widerspruchsvoll genau dann, wenn u(¢) = 0 fir alle Bewertungen u

[XXX: Bild]

Beispiele:

A B AANB AA(=A) AV (=A)
o o o o 1

o 1 0 0 1

1 o 0 0 1
11 1 ) 1

Satz 15 (,,Fortsetzungssatz*)

Jede Abbildung ugy: Fy — {0, 1} lasst sich auf genau eine Weise zu einer Bewertungsfunk-
tion

u:F - {0,1}
fortsetzen.

Beweis:

Klar nach Definition einer Bewertung.

Bemerkungen:

Obige Definitionen sind Spezialfille gewisser Definitionen der Allgemeinen Algebra.
Legt man als Typ von Algebren
v,2),(7,2),(=,2),(=1)
fest, so ist
F= T(At)

N——
Tragermenge der Termalgebra
tiber dem Alphabet X:=At

Eine Bewertung ist eine homomorphe Abbildung von der Termalgebra
(T(At); VA, =, )
in die Algebra
({0,1}; v,A, 2, 9).
Obiger Fortsetzungssatz ergibt sich damit aus einem entsprechenden Satz tiber ho-
momorphe Abbildungen:
A = (4; F) Algebra mit Erzeugungssystem B € A
C == (C; F) Algebra
u:B->C
Dann gibt es genau eine homomorphe Abbildung u, die auf B mit u iberein-
stimmt und die Algebra 4 in € homomorph abbildet.



Von den Problemen der Aussagenlogik (spater Pradikatenlogik) wollen wir zundchst das soge-
nannte , Vollstdndigkeitsproblem*“ behandeln.

Grob gesagt, geht es um die Beantwortung folgender Fragen:

B Wie kann man feststellen, ob eine Formel eine Tautologie ist?
(Methode: Aufstellen einer Tabelle ist nur fiir Formeln mit wenigen Aussagenvariablen
praktikabel!)

®  Wie erhilt man alle Tautologien (die gewisse logische Zeichen erhalten), d. h., alle ,,Ge-
setze der Aussagenlogik“?

B Wie erhdlt man alle zu einer Formel ¢ dquivalenten Formeln 1, d. h., fiir welche ) ist
¢ © Y eine Tautologie?

Unser Weg: Wir fithren 2 Folgerungsbegriffe (Operatoren) ein:

® = semantischer Folgerungsoperator (kurz: Folgerungs-Op.)
@ & ¢ genau dann, wenn ¢ ist Tautologie

LI ,syntaktischer Folgerungsoperator® (kurz: Ableitungs-Op.)



? + ¢ genau dann, wenn ¢ ist mittels gewisser Regeln aus den gegebenen 13 Tautolo-
gien ableitbar.

2.3 Semantischer Folgerungsbegriff
SCF, @€F

® @ E @ genau dann, wenn ¢ Tautologie
(kurz: E @)
= YX£EQD
¥ & ¢ genau dann, wenn:
Fir alle Bewertungen u: F — {0, 1} gilt:
Wenn fiir alle « € Z: u(a) = 1,so auch u(p) =1
Falls X = {a;, a3, ..., @, }, schreiben wir auch
ay, ., 0y E @

B Cons(Z) = {¢|X E ¢} ,Folgerungen aus X“

Beispiel:

2 ={AVB),((=A) AB)V(AA(=B))}

‘o0 0o o 0 . (beliebig)
o 1 1 1 1
1 o 1 1 1
1 1 1 ) (beliebig)

R —
€Cons (T)
Auch Elemente von Cons(X) sind:

((AvB)v(),..
und alle Tautologien

Offenbar gilt
Satz 16

Cons: B(F) — P(F) ist Hiillenoperator, d. h.,
B Y C Cons(X)
B ¥, € Xy, dann Cons(X) € Cons(Z,)

B Cons(Cons(X)) = Cons(X)
fiir beliebige X, X{,2_2 € B(F)

2.4 Der syntaktische Folgerungsoperator (Ableitungsoperator)
Zunachst:

Der Hilberttypkalkiil fir die klassische Aussagenlogik besteht aus folgenden Axiomen und ei-
ner Regel:

(I) Axiome
Fiir beliebige a, B,y € F gilt:



[XXX: viiieeele tolle Axiome, stehen bei ihr im Netz]

(IT) Regel: ,Modus ponens”
0, 0>T

T

(d. h,, falls o, 0 = t mittels Kalkiil abgeleitet oder Axiome sind, ergibt sich hieraus mit-

tels M. p. die Formel t.)

Def.
SeienX C F, p €F
X + ¢ (d. h. ¢ ist aus X abgeleitet” bzw. ,,¢ ist eine Ableitung aus )
genau dann wenn
es existiert eine endliche Folge
(@1, 92, -, 1)
So dass fiir jedes i € {1, 2, ..., n} gilt:
@; ist ein Axiom oder ¢_i € X oder ¢; ergibt sich mittels M. p. aus ¢,, ¢, mit
u,v<i
Bezeichnung:
XCF
cons(Z) ={p € FIZ + ¢}
Beispiele:
L
pL=a=>a (A1)
P, =(@=a)=(aV-a) (A13)
P3 =aV-a M. p. (¢1,92)
¢4 = (@V-a)= (BVy) = (aV-a)) (A2)
¢s = (BVy)=(aV-a) M. p. (¢3,94)
Also: 0 - @5
2. 2=1{AB,C}
@1 =AAB
@, =(AANB) = ((AAB)V() (A5)
93 =(AAB)VC M. p. (@1, 92)
0y =((AANB)VC)=((AVC)A(BVD)) (A9)
@s = (AVC)A(Bor() M. p. (¢1,¢4)
Also: X - @5

Satz 17 (Vollstandigkeitssatz der Aussagenlogik)

Fiir beliebige X € F gilt
cons(X) = Cons(2)
dhr=E

Beweis:

Zeigen:
cons(X) € Cons(2)



und
cons(Z) 2 Cons(X).
Zu cons(X) € Cons(X):
Behauptung: Falls £ + ¢, dann X = ¢ (Nachweis der , Korrektheit von )
Man rechnet leicht nach, dass die Formeln (A1)-(A13) Tautologien sind.
Noch zu zeigen: Modus ponens arbeitet korrekt, d. h. falls
YEaund XEa=>p

dann auch
TEB
SeienX Eaund £ Ea= B, d h. fir alle Belegungen u mit u(¢) =1 fiir alle
@ € Zgilt:
ula) =1 und
u(a = p) =1.
Damit:

1=u(a:>ﬂ)=1f__(g):>u(ﬁ)
1

Daraus folgt: u(f) =1
Also: XL E B
Zu Cons(X) C cons(X):

Beweisidee:

Definieren auf F eine Aquivalenzrelation ~5 wie folgt:
a~y ff:gdw EFa = und
=
Zeigen, dass =y vertraglich mit V,A, =, =
(Damit ist ~y Kongruenz der Algebra F;V,A,—,=), wobeia VB =aV
B,...(a,p €EF))
Zeigen aufderdem, dass
(F/= VN A, [a A (a)],  {9lZ F @)

[ —

.0 »1
mit
lal<, VB, = [a VB,
WA= LA L]
—{als; = [-alx,
Boolesche Algebra

Falls obiges gezeigt ist, lasst sich Cons(Z) S cons(X) leicht indirekt be-
weisen:
Angenommen, cons(X) < Cons(2)

Dann existiert ¢ € F mit
SE@pund Z 1@
Folglich:
[XXX: Bild]
Nach Abschnitt iiber Boolesche Algebren existiert ein Primideal / mit
[XXX: Bild]
Folglich existiert eine homomorphe Abbildung w:F — {0,1} mit
u(p) = 0 und u(a) = 1 fir alle a € X. - Widerspruch.
[XXX: Bild]
Ausfiihrlich:



Def.:
a~y f:gdw X +a=f und
> a
d. h.

At > ABC.. a>pB|f>a
Alle Tupel auf denen alle ¢ € X gleich 1sind. | 1 1
Und es gibt eine ,Ableitung” von @ = f und 8 = «, die obige Ei-

genschaft beweist.

1. Behauptung:
~y ist eine Aquivalenzrelation auf F, d. h. es gilt

B VpEeEF: =50
B Vg,f €F:wenna =y f,dann f§ =5 «
B Vaq,B,y €EF:Wenna =y fund f =5 y,dann auch a =5 y
Beweis:
Vereinbarung: Schreiben ~ anstelle von =y.
®  Nach Definition: ¢ = g :;gdwXFa=>fundX =«
Dies gilt jedoch wegen
(A1) a=>a
" Seia~pB(dhZra=>pundit pB=>a)
Offenbar folgt hieraus: f = «
® Seiena ~ B und B =y,d. h,
Sha=p
SFEf=>a
L=y
TFy=p
A3)  (@=>p=>(B=>1=@=>)

Modus ponens:
0,0>1T

T
Wadhleobeng =a=>B,1=B=2y)=>(a@a=>y)
Damit erhalt man aus (A3) und dem M. p.

IF@B=y)=>(@=>y)
Nochmals Anwendung des M. p. liefert:
YXFra>=>y

Analog zeigt man: L -y = «
Also:a =y

2. Behauptung:
~y ist eine Kongruenz der Algebra
(F; AV, =, ),
wobei fiir beliebige «, € F gilt:
aNB=(anp)
aVp = (aVvp)
a=p=(a=p)

—a = (—a)



d.h. =y ist vertraglich (kompatibel) mit den Operationen
AV, =, .

Beweis:

Eine Operation o€ {A,V,=} ist vertraglich mit =y genau dann,

wenn fiir beliebige a, 8,7, € F gilt: Wenn @ =5  und y =5 &,

dass auch

aoyzzﬁoé‘

— ist vertrdaglich mit =5 genau dann, wenn fiir beliebige a € F

gilt: Wenn a ~5 B, dann auch —a =5 =f8

Vereinbarung: Schreiben = statt ~y.

1.

Seia~B,dhIZr-a=>FundZFf=>a
(A1) (a=pB)=> (== -a)
Mittels (A1) und M. p. erhalt man:
X ﬂIB = a
Foa>=> —|ﬁ
Also gilt: —a = -8

Seiena =~ fundy = 6, d. h,,
Ska=p
SHFf=a
SFy=94
6=y
(A2) o=@ =09)
Wiahlep =y =>d6dund ¢y =«
(y:>5)=>(a=>(y=>5))
M. p. liefert
Trra= (y=96) (D
A19)  (p=(@=>D)=>(p=20)=>(p=>1)
Wahle ¢ :==a,0 :==y,7 = 6:
(a=G=8))=>((a=y)=>(@=>90)
M. .p. liefert mit Hilfe von (1):

TF(a@a=>y)=>(a=906) (2)
Analog kann man zeigen:
Ir(@=26)=2((@=y) 3)
Folglich ((2), (3))
a>y~a=46 (4)

A3)  (p=a0)=(c=>1=>(p=>1)
Widhle ¢ :==B,0 =a,7=§

B=a)=((@a=8)=>(B=97)
M. p. liefert:

(a=6=>(B=>0) (5)

Analog erhalt man

(B =6)=>(a=9) (6)
Also:

a=>8=B=>6 @)

Folglich (wegen Transitivitat von = und (4), (7))



a=>y=f=3§,

d.h. = ist mit = vertraglich.
Zwecks Nachweis der Vertraglichkeit von =~y mit A und V be-
trachten wir die folgende Relation <y, von der wir anschlieflend
zeigen, dass sie eine reflexive Halbordnung auf F,., (Menge aller
Aquivalenzklassen von =y ) ist.
[XXX: Bild]
Def.:

la]~, <5 [Bl~, genau dann, wenn X + a = f
Wegen

(A1)  ¢=9
ist <y reflexiv.
Wegen
@3) @=p)=>(B=>1>@=y)

ist <y transitiv.
Die Antisymmetrie folgt aus der Def. von =y:

Sei [a]., < [Blxy, d.h.ZFa=p
Angenommen, X + = «a
Dann a =5 8
Also [a]., = [Blx,, d. h. <; ist reflexive Halbordnung.
Zeigen nun die Vertraglichkeit von =y mit A und V:

A5 a=(@vp), B=@Vvp)
Liefert
[l <[avpl, [Bl<laVp]

(Hier und weiter unten benutzen wir die Kurzschreibweise
[...]:=[..]x, sowie <:= <y)
Angenommen, es existiert ein y mit [a] < [y] (d.h.ZF+a =y)
und [B] < [y] (d.h.Z + B = ).
Wegen

a6)  (@=7)=>B=>1>=((avps))
und M. p. folgt hieraus
[avp] <yl
womit
sup([a], [B]) = {a] V [B] = [a V ]
Analog folgt aus (A7) und (A8):
inf([a], [BD) = [a]l A [B] = [a A B]

Also ist =y mit A und V vertraglich.

]
Aus dem oben Gezeigten folgt
3. Behauptung:
(F/ZE; <y) ist Verband.
]

4. Behauptung:
(F o Sz) ist distributiver Verband.

Beweis:



Die Behauptung folgt aus
A9  ((@Ap)vy)=((av)A@BVY))
(@vy)ABVY)=>((@rp)Vvy)
(A10)  ((@vB)Ay) = ((@ary) v (BAY))
(@A VBAY)= ((avp)Ay)

5. Behauptung:
aA(—a)
(Fag; VA [ A ]

Beweis:

~y, 1|2 F a}) ist Boolesche Algebra
Bereits gezeigt: (F g /\,V) ist distributiver Verband.
Noch zu zeigen:
[a A @], ist kleinstes Element (,0%)
{a|Z + a} ist grofites Element (,1°)
dieses Verbandes und es gilt:
(B,) xA,0“=,0° xV,1“= 1
(B3) xANx=,0" xvVi =,1"
Wegen
(A12) (an-a)=p
Ist [a A @], kleinstes Element.
Wegen
(A2) a=(p>a)
gilt firalle € Fundallea € F mitX  «
SFEf=a
d. h.
(6., < lal-,
Also ist {a|X + a} die ,1“ von F ..
(B,) ist klar, da oben gezeigt wurde, dass 1 = inf,v = sup
und ,,0“ (bzw. ,1“) kleinstes (bzw. grofites Element) sind.
(B3) erhdlt man aus
(A13) B = (aV-a)
wie folgt:
[a] A[B] = [a A (ma)] = ,0°
[a] vV [{-a)] = [aV (ma)] = ,1°
(wegen [B] < [a V —a]

[XXX: fehlt was]
6. Behauptung:
[XXX: fehlt was]
(a) Es existiert eine homomorphe [XXX: gnah]
(b) Es existiert eine Belegung (Bewertung) u von F mit
u(p) = 0und u(a) = 1 fir alle @ € X.

Beweis:

(a) Die Abbildung
fiF > F, aw [al.

~y



ist nach Behauptung 2 eine homomorphe Abbildung.
Eine homomorphe Abbildung
9:F/~, »{0,1}
mit g([¢]) = 0 und g(,1“) = 1.
[XXX: fehlt was]
(b) Da fiir alle Belegungen (Bewertungen)
w:F - {0,1}
die Gleichung
u(a=p)=ul@vp)
gilt, folgt (b) aus (a).

Nach all diesen Vorbereitungen lasst sich
consX = ConsX
wie folgt beweisen: Angenommen, cons Z < Cons Z.

Dann existiert ¢ € ConsX \ consX,d.h.Z E@und X # ¢,d. h. ¢ & ,1°
Wegen der 6. Behauptung (6) existiert folglich eine Belegung u von F
mit u(@) =0 und u(a) =1 fir alle a € %, was wegen [XXX: juhu]



Def.
X heifdt erfiillbar, genau dann, wenn 3 Belegung u: F — {0, 1} [XXX: toll]
Beispiel:
Y= {(Av(B/\C)),(B_:;c‘)}
[XXX: Tabelle] ) '
Def.:

YXCF
X heifdt widerspruchsvoll, genau dann, wenn X nicht erfiillbar.

Als ndchstes suchen wir dquivalente Bedingungen zu , 2 ist erfiillbar".

Def.:

XCF

X heifdt konsistent, genau dann, wenn Va € F: Z ¥+ (a A —a).
Beispiel:

T={4 (aV-aa)=> (a A (ﬂa))}
= '}/
(A13), B (A13)
—— M.p.
aVv -a B=(aV-a)
aV -a),
@vao, vy
aA (—a)

Also: X ist nicht konsistent.
Satz 18

Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(1) X ist erfiillbar

(2) X ist konsistent, d. h. Va € F: (¢ A@) & consX

(3) Jede endliche Teilmenge von X ist konsistent

(4) consX # F
Beweis:

1=
Sei u Belegung von F, die X erfiillt.
Dann: u ist Bewertung von F, die cons X erfiillt.
Folglich (da u(a A @) = u(a) Au(a) = 0):
Va€EF:aAa €&consX
(2) = (3) und (3) = (4) sind klar!
(4=
Sei consX # F
Dann gilt: |F/z2| =2



[XXX: Bild]

Nach dem Primidealtheorem lasst sich F wie folgt zerlegen:

[XXX: Bild]

Folglich existieren homomorphe Abbildungen 7 und o mit
mF - F., o~ o],
:F, = {0,1}

7 O o ist Bewertung [XXX: fehlt was]

Satz 19 (Endlichkeitssatz, Kompaktheitssatz)

Sei X C F. Dann gilt

(a) Falls £ E ¢, so existiert eine endliche Teilmenge T CImity E g.

(b) X ist erfiillbar, genau dann, wenn: jede endliche Teilmenge von X ist erfiillbar

(c) X ist widerspruchsvoll, genau dann, wenn: es existiert eine endliche Teilmenge von
%, die widerspruchsvoll ist.

Beweis:

(@) @ € ConsZ
Dann folgt aus Satz 17: ¢ € consX
Folglich: ¢ in endlich vielen Schritten mit Hilfe von (A1 )-(A13), M. p. und gewissen
Formeln aus 2 (und damit auch ¥') herleitbar.
[XXX: fehlt was]
(b) Hinrichtung:
Sei X erfullbar
Dann (wegen Satz 18) [XXX: ergdanzen]

2.5 Anwendungen des Kompaktheitssatzes

Z. B. bei Beweisen:
Satz 20

Auf jeder Menge M ist eine irreflexive, totale Ordnung
<:={(ab),..}SMxXM

(a < b genau dann, wenn (a, b) € <)

definierbar, d. h. < erfiillt folgende drei Bedingungen:

(1) Fiaralle x € M gilt (x,x) € <.

(2) Fur alle x # y aus M gilt entweder (x,y) € < oder (y,x) € <.

(3) < ist transitiv.

Beweis:

Ist M eine endliche Menge, so gilt der Satz offensichtlich:
M = {my,m,, ...,m,}, mp<my < - <m,
Fiir beliebige Mengen M # @ betrachten wir fiir jedes Paar (a,b) € M X M die Aussa-
genvariable
Pa,b
Und fiir alle a, b, c € M die Aussagen
Pa,a



(pa,b A pb,c) = Pa,c
Pap VDpgfira+hb
Die wir zur Menge X zusammenfassen.
Z.B.fur M = {a,B,v}:
= {ﬁa,ou ﬁﬁ,ﬁv ﬁy,‘y:
(Pae NPaa) = Pasar
(pa,a A pa,ﬁ) = pa,ﬁ:

pa,ﬁ \% p[f,a; pﬁ,a \% pa,ﬁ’
pa,y
[XXX: erganzen]

Damit ist gezeigt, dass R eine irreflexive, totale Ordnung ist.
Anwendung des Kompaktheitssatzes liefert Beweis des obigen Satzes.

[XXX: ergdnzen]
Es gilt:
Vierfarbensatz:
Ein beliebiger endlicher planarer Graph ist 4-chromatisch.

Beweis wurde (nachdem tiber 100 Jahre seit Problemstellung vergangen waren und viele Ma-
thematiker sich bemiiht hatten, einen Beweis zu finden) 1976 mit Hilfe einer Computerbe-
rechnung von etwa 1200 Stunden (= 10 Mrd. Entscheidungen) erstmalig durch Appel und Me-
ken gefiihrt.

Eine Ubertragung des Vierfarbensatzes auf unendliche Graphen ist dagegen leicht:

Sei G = (V; E) planarer Graph, wobei V beliebige nichtleere Menge.

Betrachten Aussagenvariable

[XXX: erganzen]

Falls £ durch Bewertung u erfiillbar ist, besagt

(1) Jeder Knoten € V gehort zu einer Farbungsklasse C;:a € C; genau dann, wenn
u(pi,a) =1

(2) Die Mengen Cy, C;, C3, C, sind paarweise disjunkt.

(3) Benachbarte Knoten haben nicht die selbe Farbe

Wegen des Vierfarbensatzes ist jede endliche Teilmenge von X erfiillbar. Womit der
Vierfarbensatz (laut Kompaktheitssatz) auch fiir unendliche Graphen gilt.

Satz 22 (Deduktionstheorem)

(D;) ZU{¥}F ¢ genaudann, wenn X + (3 = @)
(D;) ZF ¢ genaudann, wenn 3¢y, ..., P, EX: 0 + ((1/)1 Ay A LAY, = <p)

Beweis:



(D1)

Hinrichtung:
SeiX - (Y = @)
Damit (M. p.):
Y, @=>9)
4

Also:Z U {y} ¢
Riickrichtung:
Sei Z U {y} F ¢, d. h., ¢ ist eine Ableitung aus X U {y}.
Nach Def. konnen in dieser Ableitung nur endlich viele Formeln

Vi, pNET

Vorkommen.

Damit: {¢1, ..., Y0, Y} F ¢

Und (Y1 A ...AY,) = (Y = @) ist Tautologie. Da eine Tautologie aus X
ableitbar, folgt mittels M. p. die Behauptung:

Wegen 1y, ...,p_n € Zund + = E gilt

TP AP A LAY,
Damit

Y1 AP A AY,, (D1 A LAY = = ) M
. p.
Y=>09

Also:Z + (Y = @)
(D2)
Hinrichtung:
Sei X F ¢, d. h,, es existiert eine Ableitung von ¢ aus gewissen Formeln
Y1, ..., Pn € E. Nach Definition einer abgeleiteten Formel bedeutet dies,
dass

Wi AN n) =@

Eine Tautologie ist.
Also gilt: @ F (Y1 A .. AYP,) = @)
Riickrichtung:
Fir gewissen 91, ..,9, € X sei ((1 A..AYP,) = @) eine Tautologie.
Dies geht nur, wenn fiir jede Belegung u mit

u(@) = =u(@,) =1
Stets u(p) = 1 gilt.
Folglich gilt fiir jede Belegung v’ mit u (1) = 1 fiir alle 1 € £ auch
u(@)=1d h.ZE@bzw.Z F ¢.

Fiir ¥ = @ erhalt man aus obigem Satz

(D) Y F ¢ genau dann, wenn + (P = @)
(D) kann man benutzen, um Tautologien ohne viel Aufwand zu gewinnen. Dazu
Beispiele:

1. p = (q = p) ist Tautologie
Wegen



- (p = (g > p)) genau dann, wenn p + (g = p) genau dann, wenn {p,q} - p
2. (((p >q)=> r) = ((p =>q)=>@p=> r))) =: o ist Tautologie wegen
Fa genau dann, wenn ((p =>q)=> r) - ((p =>q)>(@> r)) genau dann, wenn

{(k==>r)@=>}rp=>r
[XXX: erganzen]|



