Ubungsaufgaben Mathematik — Johannes Réssel 1

26.1
(a)

(an) = =
Jim (@) = lim "G = fim 25+ G —140=1

Damit existiert der Grenzwert, womit die Folge konvergent ist.

(b)

(bn) = (nmodz)% + ((”+1)mod2)4n;_4

Diese Folge besteht essentiell aus zwei Folgen, die sich gegenseitig abwechseln:

n

— 4
() = ft_got

Wie leicht ersichtlich ist, strebt (b},) gegen 0 und (b);) gegen 4. Damit konvergiert die Folge (b,) nicht,
da sie auch im Unendlichen immer zwischen 0 und 4 alternieren wiirde.

26.2
(a)
. n?*+10 n? 10
(b)
3n—7 1 3n 1 -7
lim (1—!—) = lim (1—1—) <1+>
n—oo n n—oo n n
N -7
= hm(<1+1) ) : <1+1> =é
n—oo n
(c)

2 2
} 5 N el (n* 4 2n) — (n* — 2n)
nlgrolox/n +2n—/n zn_'}glf}o\/n2+2n+\/n2—2n
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= lim

4n o
(i)

(d)

(e)

+5 5
C(an+3\" a3\ 1 2\ (14 d
lim = lim = lim - lim
n—oo\ 2n + 2 n—oo\ n+1 n—oo 1+% n—o0 ]_l’_l

Nun substituieren wir z := %n:
lim (1 + %)
ZzZ— 00

26.3

Zundchst suchen wir uns eine Zahlenfolge, die uns fiir die n. in der Aufgabe beschriebene Konstruk-
tion den Fliacheninhalt des gepunkteten Bereiches liefert. Offensichtlich ist der Flicheninhalt des Drei-

ecks ohne ein eingezeichnetes Quadrat % Mit einem eingezeichneten Quadrat halbiert er sich, mit den
néchsten eingezeichneten Quadraten wieder, und so weiter. Damit erhalten wir folgende Bildungsvor-
schrift fiir die Zahlenfolge:

a2

an - W
2"*+1 deswegen, weil das n den Zahler der beschriebenen Konstruktion (das Einzeichnen der Quadrate)
darstellt und fiir n = 1 ja der Flacheninhalt schon % betragt.

Nun soll der Fliacheninhalt der n. Konstruktion kleiner als 1 % des urspriinglichen Flacheninhalt wer-
den:

2 2

@2 _ d
on+l1 200

Oder anders aufgeschrieben:
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200 < 2"+

Das ist fiir n > 7 der Fall. Damit mufs man die Konstruktion also 7 mal wiederholen, um einen Flachen-
inhalt kleiner als 1 % des Dreiecksinhaltes zu erhalten.

26.4
Die Folge

o 1 1 2 22 on-1
a”'*1+37+37+37+37+"'+ T

lafst sich mit ein wenig Nachdenken eleganter aufschreiben:

1 1 n 2k—1
ay = (1+3”)+3n+k1 3n

Nun haben wir eine Folge, die eine Reihe mit einschliefst. Nicht sehr nett das ganze, aber wir sind ja
noch nicht am Ende. 3% ist in der Summe konstant, also kann man das auch ausklammern:

1 k-1
an:1+3n<1+k212 >

Und eine weitere Vereinfachung fillt auf: Die Summe aller Zweierpotenzen von 2° bis 2"~ ist immer
2" — 1. Leicht auszuprobieren oder man veranschaulicht sich das mit Bits, wie auch immer. Wir erhalten
dann folgende Bildungsvorschrift:

B 1 2”*17 2n
an—1+37+ 30 —1+37

)

Nun konnen wir den Grenzwert hinreichend trivial bestimmen:

2\ "
lim1+<> =14+0=1
n—o0 3

Damit konvergiert die Folge.

Die Menge der Folgenglieder aufierhalb einer Umgebung von % um 1 146t sich nun auch recht einfach
bestimmen. Wir sehen leicht aus der Bildungsvorschrift, daf$ sich die Folge von oben an ihren Grenzwert
von 1 anndhert, womit wir durch geeignete Wahl der Formel auch die Betragsstriche loswerden:
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n < 5.67..

Damit gibt es lediglich fiinf Zahlenfolgenglieder, die zum Grenzwert eine Differenz grofier 11—0 aufweisen.
Die Folgeglieder, die damit auflerhalb der 10-%-Grenze liegen, wéren:

w= == T e
3 9 27 81 243
26.5
(a)
noélﬁ: Hier kann man als Minorante ngl% wihlen, diese als harmonische Reihe bekannte Reihe ist

bekanntermafien divergent, was uns dazu fiihrt, daf$ ngl \/ﬁl =5 ebenfalls divergiert.

(b)

o
) J—Z‘ 1483t sich mittels des Quotientenkritieriums auf Konvergenz priifen:
n=1"""

3l (n4+1)" (n4 1) . (n41)"
lim = lim ——— = lim
n~>oon”.3n+l.(n+1)! n~>oonn.3.(n+1) n—oo nh-.3

—lim1 nl n—liml 1+% n—f
T n—e3 n T 15003 1 3

% ist kleiner als 1, nach Satz 119 ist die Reihe damit konvergent.
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(c)

[e9)

Y. (—=1)" - Lt 148t sich nach dem Leibniz-Kriterium behandeln. Alternierend ist die zugrundeliegende

n=1
Folge recht offensichtlich, bleibt nur noch zu zeigen, dafd nhn;o ”Z—J;l gegen 0 strebt, was es allerdings nicht

tut, wie man recht schnell sieht. Kurze Umformung und Grenzwertiibergang:

14+ 1
limn+1:lim +":1
n—oo n n—oo 2

Damit ist es keine Nullfolge, folglich divergiert die Reihe.

(d)
00 i n 2
Y Sm(éijn) 146t sich dank hiibscher Eigenschaften des Sinus nach oben bzw. unten folgendermafien
n=1
abschétzen:
nach oben: f 3%, = of; (%)n
n=1 n=1

[ [o0] n
nach unten: ) g—,,l =Y - (%)
1

n=1 n=

Da sowohl obere als auch untere Abschédtzung offenbar konvergieren (geometrische Reihe), konvergiert
die Folge ebenso.

(e)
Y (-1)". (niinmz: Hier béte sich wieder Leibniz an. Die Reihe alterniert, also bleibt nur noch die Frage
n=1
nach dem Grenzwert der restlichen Folge:
5n 5n

. . . 5
llmiz: Iim ——m——— = 111’1171:0
nﬂoo(n_i_l) nﬂoon(n_i_z_’_%) 71*)001/1_*_2_‘_5

Weiterhin muf$ die Folge monoton fallen, dazu betrachte ich die Differenz a, — a,,41 > 0:

5n 5n+5

m+1?  nr2p

(5n% +20n% +20n) — (503 + 1502 +15n+5)  5n2+5n—5

(n+1)*(n+2)? (n+1)*(n+2)?

Damit konvergiert die Folge.
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26.6

Scheint entweder nicht vorhanden zu sein oder ziemlich unsichtbar gedruckt.

26.7

Zunéchst brauchen wir eine hiibschere Reprasentation der Reihe:

i(%) ca' = i((—l)n+3)'§: i(—a)%?)a”

n=1

Ich denke aber fast, zum Rechnen wird die zweite Reprédsentation am einfachsten sein.

(a)

((_1)n+1 +3) g+l ’ ((_1)”+1 _|_3) .a

2 (1) +3)-an T (-1)"+3

<(7l)n+1 43
(-1)"+3
immer zwischen zwei Werten abwechselt, hier sind es 2 = 1 oder 2 = 2. Was uns zu zwei Ausdriicken

. . . . 4 2 2 . . . .
fithrt, ndmlich entweder 4 oder 24, die wir kleiner als 1 bekommen miissen, damit die Reihe konvergiert:
2 g

Wir haben nun zwei Moglichkeiten, wie aussieht. Das Konstrukt ist ja so gestaltet, daf3 es

a
—<1= 2
2< a<

1
2ﬂ<1:>ﬂ<§

Damit bendtigen wir a < 3, damit die Reihe konvergiert. Wir miissen hier das engere Kriterium wihlen,
da sonst ja nur ein Teil der Werte zu Konvergenz fiihren konnte.

(b)

_ n
it [ G143

n—00 2

pi (4 e

Die n. Wurzel aus § oder 2 ist fiir n gegen oo definitiv 1. Womit wir nun nur noch versuchen miissen,
a < 1 zu erfiillen, was sich in sich selbst schon beantwortet.

Und wie prophezeiht, deckt das Wurzelkriterium hier einen grofieren Wertebereich fiir a ab, als das
Quotientenkriterium.



