Ubungsaufgaben Mathematik — Johannes Réssel

15.1

V = RR3X1
90<(5U1, 29, 23)", (Y1, Yo, Z/3)T) = 3Ty — T1y2 — Tay1 + TaYo + 273Y3
3 —1 0\ [u
= (1’1,$2,$3)‘ -1 1 0 |
0 0 2 Y3

1
0 0
Behauptung: ¢ ist ein Skalarprodukt von V.

Beweis. a := (CL17CL2,(I3)T, b:= (bl,b27bg)T, = (01702,03)T; a,B,7€R
1. Bilinearitét:

Va,b,c eV :Va,3,veR: pla-a+b-[,¢c)= o
Ap(a,b-B+c-y)=3- ( b) +

=l 7

(a-a+8-6)" A-c = a-aT - A-c+3-67 -A-¢
(a-a)" Qlc+(ﬁb) A-c

= (a-a+p3-0)"-A-c
al A-(B-b+vy-¢) = B-al-A-b+75-al-A-c
= a-A-(B-b)+a”-2A-(y-¢)
— AT A (BB t-0)

2. Symmetrie:

Va,b €V :p(a,b) = (b, a)

gilt, da A symmetrisch

3. positiv definit

VaeV:p(a,a)>0

3a2 — ayay — asa; + a3 +2a3 > 0
3a? — 2a1as + a3 +2a3 > 0
202 + (ay — ay)> +2a3 > 0

VaeV:(p(a,a) =0 <= a=o0)
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p=" 2a% + (a1 — az)* + 242 =0 | = (a = o) ist leicht ersichtlich.
~— ~—
>0 >0 >0

L= (g =ay=a3=0)= (2a} + (a1 — ay)’ + 2a3 = 0) ist ebenfalls klar.

Kommen wir nunmehr zum Orthonormierungsverfahren:

1 1

ep=—-a; = —-(1,0,0)"
o] V3
1
€2 by
62|
by = az—(az,e1) &
T T
= (0,1,0) \/% \}3 (1,0,0)
T
(5.1,0)
V6 1 1,0 '
g — — - —
2 3 37 )
1
= b
“ 7 o]
by = az— @(az‘s, 61) cep — 80(“3, 82) - €2
= (0,0,1)" —=0—-0
= (0,0,1)"
1
€3 = 5 . (0,0, 1)T
Die orthonormierte Basis lautet dann:
V3 V6 0
3 9
B = 0], \/Tg , 10
0 0 5
15.2
2 7 1 5
B 1 | 4 B 1 I
ap = 3 , 0o = 3 , 03 = _6 , 04 = 7
-1 -3 0 8
1 1 T
4] T u1=—'(2,1,3,—1)
o] V15
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by = 02—90(%,91) e
= (7,4,3,-3)" —2V15 - (2,1,3 n"
= (3,2,—3,—1)
1 1 -
62:—'62:—'(3,2,—3,—1)
|| b2 V23
by = as—SO(a?ne%)‘el—80(513732)'32 .
= (1,1,-6,0) +\/1_5~¢LT5-(2,1,3, )" —/23- 75 (3,2,-3,-1)
= (1,1,-6,0)" +(2,1,3,-1)" = (3,2,-3,-1)" =0

Damit ist ersichtlich, dal a3 von a; und ay linear abhéngig ist. Demzufolge miissen wir
diesen Vektor nicht mehr beachten und definieren uns bs einfach neu:

by = ay—@(ase) e1 —p(ag, e) - e
T T
= (5,7,7,8) —=2v15- =+ (2,1,3,~1) =0
= (1,5,1,10)"
! (1,5,1,10)"
€3 = — - s Jy 4y
VIV
Damit erhalten wir folgende Basis:
215 3v23 V127
15 23 127
V15 2v/23 5127
B = 15 23 127
Vis |0 | _3v23 | V127
5 23 127
_ V15 _ V23 10v127
15 23 127
15.3
Bedingung: ||a|| ;== \/¢(a,a)

Behauptung: ||a + b|* + |ja — b||> = 2 (||a]* + ||b]]%)

Bewezs.

pla+b,a+b)+p(a—b,a—b)
= ((p(a, a) + Qo(a? b) + (p(b, Cl) + Qp(bv b)) + (gO(Cl, a) - 90<a7 b) - 90<b7 Cl) + @(67 b))
2

: ((,O(Cl, Cl) + 90(67 b))
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Daf} die Maximumnorm diese Eigenschaft nicht besitzt, 1a8t sich an folgendem einfachen

Beispiel zeigen:
a Pyp— 3 Pp— 5
\8) T\ 2

max]a; + b;|> + max|a; — b;|> = 2- (max\ai|2 + max\b2-|2)
(2 7 (2 (2

Damit erhalten wir:

824102 = 2- (82452
164 = 178

15.4

B = (i,j,8), a5 := (1,0,3)", b5 := (1,—6,3)", ¢p := (=1,0,2)"

()

a,b,cBasisvoan (axb)-c#0
1 1
0] x 10 =—-18—-12=-30#0
3 2

Also ist (a, b, ¢) eine Basis von 7
(b)
a, b, ¢ negativ orientiert <= (ax b)-¢ <0

(axb)-c=-30<0

Damit sind a, b, ¢ negativ, d. h. links orientiert. (Politische Vektoren? :-)

(c)
Nach der ,,Merkregel“ aus der Vorlesung, welche ich jetzt hier nicht noch einmal abzeichne,

gilt, wenn a, b, ¢ ein Links- oder Rechtssystem bilden, so erfiillen b, ¢, a sowie ¢, a,b die
gleiche Bedingung.
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Rechnerisch kann man das schnell folgendermaflen verdeutlichen:

(b xc¢)-a = —30 = links orientiert
(¢xa)-b = —30= links orientiert
(¢ xb)-a = 30= rechtsorientiert
(axc)-b = 30 = rechtsorientiert
(b xa)-¢ = 30 = rechts orientiert

(d)

Vi=|(axb) ¢ =30VE

A = 2-(laxb[+]axcl+[bxc])
_ 9. <‘(18,0, —6)T‘ + ((0, —5,0)T) + ‘(—12, _5, —6)TD
2-6-v1042-5+2-/205

= 1210 + 2v/205 + 10
~ 76.58FE
15.5
Die normale Geradengleichung lautet folgendermaflen:
7 7
g: X=10]+X-| 2
3 —4

Die Pliickersche Form davon 14t sich nun folgendermafien darstellen:

7
x| 2 | =o0
—4

g: | X —

7
0
3
7
Ziehen wir nun den Betrag des Vektors | 2 | als Faktor mit hinzu, so erhalten wir die
—4

Pliickersche Normalform:

1 7 7
g:—- | X—10 x| 2 |=o0
V69 5 4
Der Abstand von R zur Geraden errechnet sich nun folgendermaflen:
WY N Y (5| veo09  v20969
V69 3 4 V69 |\ o 4 V69 23

[ ~7.53LE
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15.6

Hierfiir geniigt ein Gegenbeispiel:

()
(- (C)- G-

1
2

(2))-(2)- () (2
) (s

|
|

20
—16
—38

32
4
-2

|



