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14.1

gegeben:
S = (A;1,j, 8) ist Koordinatensystem fiir R
B = (i,j, ) ist orthonormiert

P:=(1;1,2,3)", Q::(1;0,3,—1)T,R:(1 —1,2,0)7,
h:X = (1; 0,1,1) +t-(0;1,1,1)7,
E x1+x2—2x3—4

E X :=(1;2,3,1)" +t-(0;1,0,1)" +t5-(0;0,2,1)"

(a)

g(P,Q): X :=(1;1,2,3)" +5-(0;—1,1,-4)", (s € R)
(b)

e(P,Q.R): X :=(1;1,2,3)" +p-(0;=1,1,-4)" +¢-(0;=2,0,-3)", (p,q € R)
(c)

Zunéchst brauchen wir einen Vektor e, der senkrecht auf (@ — P) und (R — P) steht.
= (0;-3,5, 2)T erfiilllt dieses Kriterium. Damit:
T T
“(PQR): (X —(131,2,3)7) - (0,-3,5,2) =0

oder:

e(P,Q,R): =3z 45y +22—13=0

(d)
Bei einer Ebenendarstellung der Form a-x+b-y+c-z+d = 0 ist (0, a, b, ¢) der senkrechte

Vektor auf der Ebene. teilt man nun die obige Gleichung durch den Betrag des Vektors,
bringt man die Lénge des Vektors auf 1 und erhélt damit eine Hessesche Normalform:

L. [HK VB 26
67 3 3

(e)
Nach Anwendungen des Skalarproduktes, Punkt (4) gilt folgendes:
[=]A—A|=|b|

wobei b := A — (1;0,1, 1)T = (0; 0,—1,—1)T, b” sei die Normalkomponente von b und
A" die Projektion des Punktes A auf die Gerade h. Auflerdem sei a = (0;1,1, 1)T der
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Fixpunkt der Parameterdarstellung von h. Dann gilt nach Punkt (3) des oben genannten
Abschnittes:

a-b
b”:b—?-a
Damit erhalten wir:
b" = —%2-a
2 2 2\" 2 1 1\"
" =(0;0,—1, - + (02,2, 2) =
b (?7 ) )+(737373> (737 37 3)
und somit
[ = o) = YO
3
(f)

Nach Anwendungen des Skalarproduktes, Punkt (6) gilt folgendes:

l_’(A—T)~e
¢

wobei T ein Punkt der Ebene E ist. Ich habe hier T' := (1;0,0, —2)T gewahlt. Damit
ergibt sich:

((1:0.0.0)" = (1:0.0.27) - 1.1, 2| 5. 5
[ = NG _ .

(2)

Zwei Ebenen, die sich in h schneiden, sind schnell gefunden:

e1: X = (1;0,1,1)" +p-(0;1,1,1)" +¢-(0;2,3,4)"

gy X = (1,0,1,)" +7r-(0;1,1,1)" +5-(0;1,=5,7)"

Nun war ja nicht nach Parameterdarstellung sondern Hessescher Form gefragt, also:

er:rx—2-y+24+1=0

€: 122 —6-y—6-2—12=0
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(h)

Zunéchst brauchen wir einen Vektor, der auf beiden Richtungsvektoren der Geraden senk-
recht steht. Man kommt hier schnell auf:

53 \7
—(0:-2.2.1
e (7 2727>

Nach Anwendungen des Skalarproduktes, Punkt (7) gilt folgendes:

l:‘(U—V)-e
le]

wobei hier U und V Punkte auf den Geraden sind, somit: U = (1; 1,2,3)T und V =
(1;0,1,1)". Das fiihrt uns auf folgendes:

V38

[ =
19

1
1./38

(1)

Die Punkte liegen irgendwo auf den Geraden:
Ty =(1;1,2,3)" +7r-(0;—1,1,—-4)"

Ty =(1;0,1,1)" +5-(0;1,1,1)"

Weiterhin verbindet der Vektor, der auf beiden Geraden senkrecht steht, die beiden Punk-
te:

Ty =Ty+t-(0;—5,3,1)"

Das fiihrt uns auf folgende Gleichung, die alle drei Informationen verkniipft:

Ty —Ty=t-(0,—531)" =(0:;1,1,2)" +r-(0;-1,1,-4)" —5-(0;1,1,1)"

-1 -1 -1 5
-1 =r 1 | +s- | -1 +2t-|-3
—2 —4 -1 -1

Dieses Gleichungssystem 148t sich nun einfach 16sen:

-1 -1 5 | -1 11 =51
1 -1 -3|-1 <0 =2 2 |2
-4 -1 —-1|-2 0 3 -=21] 2
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10 —41]0 100]2 r=2
<01 —-1/|1 (0108 |=s=1
00 —18]|—1 00 1|x% =4
Das fiithrt uns dann auf:
19 19 37 37\7©
7o=(1:0.1. )"+ =2 .00 1.1 = (1.2 2= 22
2 (a ) ) +18 (7 ) ) (718’18718)
19 37 37\" 1 - 7 20 19\"
=12 — = — . (0:=53 1T =1, = =
! (’18’18’18) 15 (055,3,1) (’9’9’9)

)
Das einzige, was wir hier benotigen, sind drei Punkte der Ebene. Diese kann man schnell
finden, da sie ja die vorgegebene Gleichung erfiillen miissen. Ich habe hier (1;7,1, 2)T7

(1;2,4, 1)T und (1; 10,0, 3)T genommen. Das fiihrt uns dann zu folgender Parameterdar-
stellung:

E:X:=(1,712" +r-(0;-53,-1)" +s-(0;3,—1,1)"

(k)

Hier ist ein solcher Vektor schon durch die Definition von E gegeben: (0;1,1, —2)T

(1)
Da die Ebene auf h senkrecht stehen soll, bietet sich eine Hessesche Form an, gleichzeitig
muf} sie den Koordinatenursprung enthalten, also kénnen wir die Hessesche Form durch

gi(X—A)-e

mit e = (0; 1,1, 1) definieren. Oder anders aufgeschrieben:
€,ZXZ:I1+ZE2+I3:O
(m)

Anféngliche Betrachtung: Fiir die Schnittmenge brauchen wir eine Beschreibung der zu
dieser Menge gehorigen Punkte:

1 0 3 2 1 0
Sl +r- | 2] +s- |3 =|3]+t1-|0| +t2-|2
0 -1 0 1 1 1

Dies fiithrt uns auf das folgende Gleichungssystem in Matrixschreibweise (der Koeffizien-
tenvektor ist (r, s, t1, tQ)T):
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0 3 -1 01 -1 0 -1 1|1 10 1 1
2 -3 0 -2|0 =1 -2 -3 0 —2/0 -l0 -3 2 0
-1 0 -1 —1|1 0 3 -1 0|1 0 3 —10

10 1 1]-1 100 1|0

01 -2 0| 2 - 01000

00 1 0f-1 001 0|1

Folglich ist die Schnittgerade dieser beiden Ebenen

ENE =(1;0,0,—1)" +¢-(0;1,0,0)"

(n)
Da das Koordinatensystem von ¢ nun S’ := (R; PQ,P_}%> ist, 148t sich P einfach als
R — P_]% beschreiben. Folglich:

(o)
Zunéachst suchen wir einen Punkt, der den Abstand 2 von E hat:

$1+$2—2$3—4
V6

Der Einfachheit halber legen wir x; und x5 auf 0 fest:
2 4 5
_—x —_——
V6 Ve
T3 = —2 — \/6

Das fiihrt uns auf den Punkt (1; 0,0,—2 — \/E)T und da die neue Ebene parallel zu E
sein muf}, konnen wir die Richtungsvektoren beibehalten. Damit erhalten wir folgende
Ebenendarstellung:

T
B X = (1; 0,0, —2 — \/6) e (0;-5,3, - 1)  +5-(0;3,—1,1)"

(p)
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-1 =5 3 |7 1 5 =3|7
-1 3 1|0 | 08 —47
-1 -1 1 |-1 0 4 -21]6

1o 413

1| 7

00 013

Damit ist das Gleichungssystem nicht 16sbar und die Gerade liegt offensichtlich parallel
zu der Ebene.

14.2

Behauptung: o(r,9) := ¢ - § ist Skalarprodukt des Vektorraumes V := ¢C"*!
Im Ermangelung des Buches und aufgrund des in der Vorlesung etwas kurz abgehandelten
Themas Komplexe Zahlen werde ich im folgenden einige kleinere Dinge selbst herleiten

miissen.

Lemmalz+y=2+7Yy firz,y € C sowie x :=a, +b, -1 undy :=a, + b, -1

» +bs0) + (ay + byi)
et ay) —i- (b +by)
i-by)+ (ay, —1i-by)

r+y =

|
/\/\/-\

ay —
+y

|
&l

Lemma 27y =7y firx,y € C sowie v :=a, +b, -1 undy :=a, + by, -1

Ty = (a4 +b1) (ay + byt)
(

= (ayay — byby) +i - (azby + ayby)
= (agay — baby) =i (agby + aybs)
= (amay by) +i- (—azb, — ayb,)
= (ax ) (ay — byi)

(Hmm ... zwei Lemmata — ist das dann ein Di-lemma?)

Beweis. zu zeigen:
(1) Bilinear:
Va,b,c eV :Va,b,ceC:
ela-a+b-b,c)=a-p(a,c)+b-pb,c) A
ola,b-b+c-c)=b-p(a,b)+c-p(a,c)
(2) hermitesch:
Va,be V:
¢(a,b) = ¢(b,a)
(3) positiv definit:
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VaeV:p(a,a) >0 A
VaeV:p(a,a) =0 <= a=o)

Ein paar kleine Definitionen vorweg:
a:=(0;ay,as,...,a,)
b:= (O;bl,bz, ce ,bn)
= (0;¢1,¢9, ..., Cn)
> sei eine Kurzschreibweise fiir >
k k=1
R(x) bezeichne den Realteil der komplexen Zahl x

$(x) bezeichne den Imaginérteil der komplexen Zahl x

«

(@-a+b-b)" -t=a-(a” ) +b-(b7-7)

Xk:((a-awrb-bk)-@) = a-%}(ak-@)wkabmt@)
So(a-(ag )+ (b (be +T))
= fj(a-(akﬁ)er-k(karq))
%((a-ak—l—b-bk)-@)

Nach Lemma [I] ergibt sich

> (ar-bbp+erer) =b- > (ax-be)+2- Y (ar- )

k k k

Weiterhin nach Lemma 2t

;(ak- (B-EﬂLE-@)) =

(]

(ax - be) 23 (ax - )
(- B) + 2 o)
. (aka) +E(6Lka))

-(b-

I N
S o

Q
B

]
M=M=
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(2)
al . b=0bT-1a
Zk:(“k'bk) = Xk:(bk'@_k)
= %j((?fe(bk)+%(bk) i) - (R(ar) — S(a) - 7))
= Xk:((%(ak) R(k) + S(ar) - S(br)) +i - (Rar) - S(b) — S(ax) - R(bx)))
= Zk:((%(ak)'%(bk)Jr%(ak) S(br)) — i - (R(ar) - S(br) — S(ax) - R(br)))
= ;((%(ak)Jr%(ak) 1) - (R(br) — S(b) - 9))
- (o)
(3)
al-a > 0
;(ak ag) > 0
zk:((%(ak)—i—\s(ak) —S(ag)-1)) > 0
(%(ak)2+%(ak)2+i-(%(ak) ) > 0 ®
F >0 >0

a=0 <« a=o

»<* (unter Verwendung von ®):

ist recht offensichtlich.

»,=" (ebenfalls unter Verwendung von ®):
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<Z(§R(ak)2) = —Z(%(ak)2)> = (a=o)

k k
Dieses Kriterium kann nur fiir a = o erfiillt werden, da nach obigem
Beweis gilt, daB R(az)* > 0 sowie S(ax)” > 0.
m



