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13.1
Bedingung: K und E sind Korper, K C E.
Behauptung: FE ist Vektorraum tuber K.

Bewets. Zu zeigen:

1. K ist Korper.

2. innere Verkniipfung + und &uflere Verkniipfung -, so daf gilt:
(E;+) ist abelsche Gruppe
Va,be EF:Va,f e K :
l-a=a
a-(B-a)=(a-p) a
(a+p)-a=a-a+f-a
a-(a+b)=a-a+3-b

1. gilt 1t. Voraussetzung.

2. (E;+) ist abelsche Gruppe gilt, da E Korper.
1-a=agilt, da 1 Einselement bzgl. - ist.
a-(f-a)=(a-p) agilt, da K C E und E Kérper (Assoziativitdt der abelschen Gruppe (E;-)).
(a+0)-a=a-a+ - agilt da K C E und E Korper (Distributivitét eines Ringes).
a-(a+b)=a-a+ - bgit da K C E und E Korper (Distributivitit eines Ringes).

Die letzten drei Axiome nutzen die Tatsache aus, dafi K C E ist und damit samtliche beteiligten Werte
tatsachlich aus F kommen — somit konnen die Korpereigenschaften von F fiir den Beweis herangezogen
werden. O

13.2
(a)
Ty = {(9517$2,$3,954)T € R ag +day — 24 = 0}

Nach Satz 56 muB gelten: Va,b € R*>*! :Va,3 €Ty :a-a+3-becTy.
Seien a,b € Tymit a := (cz17c127c137cz4)T7 b:= (bl,b27b3,b4)T sowie o, 3 € R:

ai by a-ay+f-by

_ a2 ) by . a-as+ - by
o Cl+,8 b=a as +,6 bg = Ol'(13+ﬂ'b3 ETl

ay by a-aqg+ 8- by
(a-ag+B-ba)+4-(a-as+0-b3)—(-as+08-by) = 0
a-as+ P -bo+4a-a3+48-bs—a-a4—0F-by = 0
a-(a2+4-a3—a4)+ﬁ-(b2+4-b3—b4) = 0
a-0+8-0 = 0

Damit ist 7} ein Untervektorraum von R**1.
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(b)
Ty = {($1,I2,I3,9€4)T € RV o1 + 25 = 3}

Seien analog wie bei (a) a,b € To mit a := (al,ag,ag,cu;)T7 b= (bl,b27b3,b4)T sowie a, 3 € R:

a by a-ayr+pB-b
_ a2 ) by . a-as+ - by
a-at+p-b=a as + 4 by = a-az+0-bs el
aq b4 a'a4+ﬂ'b4
(@-ar+B-b1)+(a-az+pB-b2) = 3
a-(a1taz)+p-(b1+b) = 3
a-3+06-3 = 3

Wie leicht zu sehen ist, ist diese Gleichung definitiv nicht fiir alle o, € R erfiillt, demnach ist T, kein
Untervektorraum von R**1.

(c)
T3 := {(1‘17$2,$3,$4)T S R4X1‘$1 S Q}

Den vorangegangenen Teilaufgaben folgend, konnte man hier gleichermaflen herangehen, allerdings gentigt
ein Gegenbeispiel, um nachzuweisen, dafl T3 kein Untervektorraum von R**! ist. Beispielsweise reicht
eine Multiplikation eines Vektors aus T3 mit einer beliebigen irrationalen Zahl, beispielsweise v/2, um das
Kriterium nicht mehr zu erfiillen.

13.3

Die Dimension ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren eines Vektorraumes sowie die
Machtigkeit der Basis desselbigen. Zunéchst steht also die Frage, ob die Vektoren a; bis a4 vielleicht
schon als Basis ausreichend wéren. Priifen wir also zunéchst deren lineare Abhéngigkeit:

2 —-1+4+2i —i 0
rg 2 2 0 0

0 -1 0 1

2 27 147 —-1—1

2 —-1—1 —1 0

— g 0 0 —1—-7 —1-—1
0 -1 0 1
0

1 1-20 —-1—4

2 —1+2 —1 0

0 1 1+27 —-1-3
:I‘g 0

0

0 142 —i
0 1= —1—i
2 142 i 0
o 1 L+2i —1—i | _,
R ) 0 14 2i —i =
0 0 0 —&-g

Damit geniigt schon das erzeugende System als Basis, da sdmtliche Vektoren linear unabhéangig sind:

B ={ai,az,a3,0a4}

Die Dimension des Vektorraumes ist demnach 4. Das Kriterium, dafl [B] den Vektorraum selbst erzeugen
soll, ist nachVoraussetzung ebenfalls gegeben.
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13.4

Bedingung: Die Vektoren a,b,c,0 bilden folgendermafen ein beliebiges Viereck:

so daf$ gilt:

a+b=0+c¢
(hier sind lediglich die Richtungen relevant fir die folgenden Betrachtungen)

Behauptung: Die Verbindung der Mittelpunkte benachbarter Seiten bildet stets ein Parallelogramm.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt:

a+b=0+c¢
folglich auch:

Weiterhin gilt auch:

0—c=0—a

und analog;:

O

Womit ersichtlich ist, dal die jeweils gegeniiberliegenden Seiten sowohl parallel als auch gleich lang sind.
Folglich gilt die Behauptung.

13.5

Zunéchst gilt es wieder herauszufinden, ob die Vektoren aus U und W linear abhéngig voneinander sind
und somit evtl. eine direkte Summe nicht moglich ist:

1 01 4 1 0|1 4
0 1 |-1 0 0 1 |-1 0
rgUW)=rg| | 1|4 =™l o 1] 0 -3
2 111 1 0 1 |-1 -7
1 0[1 4
B 0 1|-1 0 |_,
'l 0 0|1 -3 |~
00|/ 0 -7

Folglich gibt es keine linearen Abhéngigkeiten zwischen U und W und somit ist U + W eine direkte
Summe.
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13.6
Bedingung: a,b,c € gV
r:=b+cyp:=a+cz:=a+b
(a)
Behauptung: [{a,b,c}] = [{z,9,3}]

Beweis.

[{a,b,c}] =[{b+c,a+c,a+b}]
a, By, A v €R:
AN b+o)+pu-(a+c)+v-(a+b)}

{ANb+Ac+p-at+p-c+v-atv-b}
= {a-(u+v)+b-A+v)+c-(A+p)}

Wie leicht ersichtlich ist, fithrt uns das auf folgendes:

{a-a+0-b+7-c}

a=p+viB=A+tv;y=A+p ®
Man sieht hier, dafl die Faktoren fiir die Bildung des Abschlusses ziemlich austauschbar und somit beide
Mengen tatséchlich dquivalent sind. O
(b)
Behauptung: a,b,¢ l. u. < r,9,3 [ u.
Bewets.
Ly, Luw <= Ar+p-np+v-3=0=>A=p=v=0)
a,b,c 1 u a-a+p0-b+y-c=0=>a=0=v=0)

(
(p+v)-a+A+v)- b+(A+p)-c=0=p+v=A+v=A+pup=0)
AN-(O+c)+p-(a+c)+v-(a+b)=0=>p+v=A+v=A+pu=0)
Nr+pu-p+v-z=o0o=>p+trv=A+v=A+pu=0)

1111

Das fiihrt uns auf:

w+v = 0
A+rv = 0
Ad4p =0

was wiederum durch einfache Umformungen folgendes ergibt:

p=—v
AN = —v
A= pu
A+A=0

und damit:
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A=p=v=0
O

(a) und (b) lassen sich auch problemlos auf Vektorraume iiber beliebigen Korpern anwenden, da fiir die
Beweise nur Eigenschaften von Korpern angewandt wurden, ohne es explizit auf lediglich einen Korper
zu beschranken.

13.7

Bedingung:
V= gRAX1
U= {1,012, 0,1,1,1)"}]
wi= {11,407, 2. -3,-1,1)",(3,1,0,0 }|
Behauptung: Die Dimensionsformel fir Untervektorrdume lautet:
dim U + dim W = dim(U + W) + dim(U N W)

Beweis. dim U = 2 ist leicht ersichtlich.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
. 1 -3 1 0 -5 =2 0 1 0
dmW=rg|, 1 o “®lo -9 -12 =%lg o 2|3
0O 1 0 0 1 0 0 -9 -—-12
101 2 3 1 0 1 2 3
. o lo1 1 -3 1 N R R T T
dm(U+W) =gl 4 4 5 “lo 1 3 -3 -3
21 0 1 0 01 -2 -3 -6
1 0 1 2 3 1 01 2 3
o1 1 =3 1 Lot s
“®loo 2 0 -4 “™loo2 0o 4 |”
00 -3 0 =7 0 00 0 -13
Um nun die Dimension von (U NW) zu bestimmen, 16st man das Gleichungssystem (U, W), um den

linear abhéngigen Vektor zu finden.

101 2 3 10 1 2 3
011 -3 1 01 1 -3 1
UW)=11{ 14 -1 o “lo 1 3 -3 -3
210 1 0 01 -2 -3 —6

10 1 2 3 101 2 3
o1 o= o1 -3
00 2 0 -4 001 0 -2
00 -3 0 -7 000 0 —13
100 5 2 100 0 2
o1 o 3 -3 o1t o0 -3
001 -2 0 0010 0
000 1 0 0001 0
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Damit ist der Vektor (2,—3,—1, l)T linear abhéngig von den Vektoren in U, womit gilt:
Unw = [{(2, _3. -1, 1)TH
und damit

dim(U NW) =1

Womit dann auch die Dimensionsformel erfiillt ist:

dmU + dimW = dim(U+W) 4+ dim(UnW)
2 + 3 = 4 + 1
5 = 5
O
13.8
Bedingung: V := gR**!
(a)

Behauptung: B := {by,bs,bs, by} mit by := (0,1,1,1)7,b5 := (1,0,1,1)", b3 := (1,1,0,1)7, b, :=
(1, 1,1,0)T 1st Basis von V.

Beweis. Zunachst missen die Vektoren by, by, b3, by linear unabhéingig sein:

01 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1
1 o1 1|  fo111 o1 1 1
Bl 101 T®l110 1 “®lo 1 -1 o0
1 1 1 0 1 1 1 0 o1 0 -1
1 0 1 1 1 01 1
o1 1o ooy,
“%lo 0 —2 -1 “8lo 01 —2f 7
00 -1 -2 00 0 3
Weiterhin gilt nach Satz 54, Folgerung (4): das LGS
01 1 1|a
1 01 1]5b
1 1 0 1]c¢
1 1 1 0fd

mit A := (by, by, b3, bs) und 0 := (a, b, c, d)T € V hat genau eine Losung <= rg2 = rg(,0) = 4. Da der
Rang der Koeffizientenmatrix, wie oben zu sehen ist, schon 4 betrigt, wird er sich durch die zusétzliche
Spalte mit dem Ergebnisvektor auch nicht mehr &ndern. Damit 148t sich mit diesen vier Vektoren ein

beliebiger Vektor aus V' darstellen und somit ist B eine Basis von V. O
(b)
a:=(2,5,0,5"
01 1 12 1 0 1 1 5 1 0 1 1 5
1 01 1|5 - 01 1 1 2 - 01 1 1 2
1 1 0 1|0 01 -1 0 |-5 00 -2 —-1]|-7
1 1 1 015 01 0 -—-1]0 00 -1 —-2|-2
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1 01 1|5 1 0 0 —-1]3 1 0 0 0 2
<_)01112 (_)010—10 (_)0100—1
00 1 2|2 001 2|2 0 01 0| 4
00 2 1|7 00 0 —-3|3 0 0 0 1]-1

2

N -1

CL|B—4

—1

(c)

A(B,B') := ( ll\Bab/2|B7b§|Bab£1|B)

Demnach 16sen wir folgende Gleichungssysteme

01 1 1|1 0 0 O
1 01 10 1 0 O
110 1|0 0 1 0
1 1.1 0|0 0 0 1
was uns nach den selben Umformungsschritten wie in (b) auf
2 1 1 1
0100 & -2 3 3
O S T
0 010 3 3 5 3
1 2
000013 3 3 -3
und damit auf die Ubergangsmatrix
_2z 1 11
RO T S
AB,B) =1 5 % 3
SO SR
3 3 3 3
fihrt.
13.10

Wir wissen, dafl der Mittelpunkt der Strecke AC (im folgenden mit M 4o bezeichnet) auf der y-Achse
und der Mittelpunkt der Strecke BC' (im folgenden mit Mpc bezeichnet) in der z-z-Ebene liegt. Damit
konnen wir schon mal die folgenden Prototypen fiir die Mittelpunkte bauen:

Mac = (1;0;y4¢,0); Mpe = (1;25¢,0,28c)

Weiterhin haben wir ein Dreieck, also mufl folgendes gelten:

—_— —_—
A+2-AMsc =B+2-BMpgc=C

In Zahlen erhalten wir damit folgendes:

1+2-0 1+2-0
(-4)+2-4 . 3+2-(xpc —3)
(=D+2-(yac+1) | 5+2-(=9)

242 (-2) (—16) + 2 (zpc + 16)



Ubungsaufgaben Mathematik — Johannes Rossel 8

stellen wir das nach den Variablen um, die wir ausrechnen wollen (und lassen die Erkennungskoordinate

weg, sie ergibt recht offensichtlich das erwartete Ergebnis):
rpc = %
yac = -3
zpe = —9

Damit haben wir die Koordinaten der Mittelpunkte bestimmt und kénnen nunmehr auch die Koordinaten

von C ausrechnen:
7
MAC = (1705_3a0)7 MBC = 175707_9

C=A+2-AMAC:(1;4,—5,—2)



