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11.1

(a)

-1

2 6 4
A= -2 1 1] = |ayl,
0 20

Eine Multiplikation der Matrix 20 mit ihrer (noch unbekannten) Inversen fiihrt uns auf
folgende drei Gleichungssysteme:

21‘11 + 6![’21 + 41‘31 =1
—2:[‘11 + o1 + 31 == 0
21‘21 =0

2[[’12 + 6.T22 + 4[[’32 = 0
—2w19 + Xgo +T32 =
2T99 =

O =

21‘13 + 6![’23 + 41‘33 =0
—2x13 + T3 + X33
21’23 =1

e}

Diese kann man mit Hilfe der Cramerschen Regel 16sen und erhalt so folgende Matrix:

1 All A21 A31
Q[_l - @ A12 A22 A32
A13 A23 A33
Zunachst:
A =4-(=2)-2—-2-1-2=-20
Damit:
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(b)
3 3 3 33
3 -2 5 10
4 -1 6 21
b=rg| -2 -1 7 0 1
2 -1 15 5 6
1 -3 12 1 1
1 2 3 45

Nach einigen Umformungen, die ich jetzt hier aus Platzgriinden nicht wiedergebe folgt:

1 1 1 1 1
0 -5 2 -2 -3
0 -5 2 -2 -3
b=rgl0 1 9 2 3
0 -3 13 3 4
0 —4 11 0 0
01 2 3 4
Weiterhin dann am Ende:
1000 —&
0100 55
0010 55
b=1g|0 0 0 1 & | =4
0000 O
0000 O
0000 O
(c)
102\ /40 -1 1 8(1)
¢=(0 11 01 1 1 01
12 3 02 0 1 Lo
101 40 -1 1 8(1)
¢=(0 1 2 01 1 1 01
2 13 02 0 1 Lo

Dazu nun zunachst die ersten beiden Faktoren im Falkschen Schema multipliziert:
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4 0 -1 1
01 1 1
02 0 1
1 0 1(4 2 -1 2
01 2|05 1 3
21 3|8 7 -1 6
Und dann noch mit dem letzten Faktor:
01
00
01
10
4 2 -1 2|12 3
05 1 3/31
8 7 -1 6|6 7
Damit:
2 3
c=13 1
6 7
11.2

Voraussetzung: 2 € K"

Behauptung: (Qlfl)T = (Q[T)il

Beweis. Zunachst konnen wir uns 2 folgendermafien veranschaulichen:

a1 Q12 T a1,n—1 Q1n
21 22 s A2n-1 Q2n,
Ql :: . .
Ap—-11 Qan-12 *** Apn—1n—1 An—1n
Gn1 Ap2 Tt Qpon—1 Qpn

Damit ist 27 nach Berechnung iiber Adjunkten und Cramersche Regel (A := |2):
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An Apy An-1,1 A1
A A A A
A Asy An—1,2 Ana
A A A A
Qlfl — . . . .
Ain—1 Azn—1  An—in-1 Anp-i
A A A A
Aln A2n e An—l,n nn
A A A A
Transponieren wir diese Matrix nun, erhalten wir
An A Alin—1 Ain
A A A A
A2 Azg Az.n-1 Azp
T A A A A
(@) = |
Apn_11 An_1p2 Apn_1n-1 An_in
A A A
Anl Ang An,nfl Ann
A A A A

Ebenso konnen wir mit der anderen Seite der Behauptung verfahren und erhalten

11 21 o OGp-11 Qn1
Q12 22 T (p—12 An2
T
A =
A1pn—1 a2p-1 ' OGp—1n-1 Ann-—1
A1n Aop e Ap—1.n Apn
A1y A1 Aln—t Atn
A A A A
Az Ao Az,n—1 Aop
1 A A A A
T\~ .
@) =
An_11  An_1p2 Apn_1n-1 An_in
A A A
Anl An? An n—1 nn
A A A A

Damit gilt (A1) = (QlT)_l

11.3

Es gilt: rgl = 4, unabhangig vom t.
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11.4

Zunachst stellen wir ein wenig um:

A-X-B = ¢
A- X ¢ B!
A-X = B!

A-%)"" = B

LAl = B
Xt = 8.

X = (B!

Daraus ist ersichtlich, dafi X sich aus dem invertierten Produkt von B und 2 ergibt. Das
Problem ist lediglich, dafl 8 keine regulare Matrix ist, da det8 = 0 womit nach Satz 39
(5) (|- B| = |2A|-B]) gelten muB, daB auch das Produkt aus B und 2 nicht regulér sein
kann. Allerdings hat eine nicht reguliare Matrix kein Inverses, womit es keine bestimmte
Losung fir X gibt.

11.5

(a) Offenbar ist die Matrix
4 7
9 22
invers zu sich selbst. Damit gilt nach Umformung;:
ap o 4 7 . b1
a2 - 9 22 bg
(Allgemein: | 1) =21, b )
' a? bg

Nun konnen wir jeweils die Zahlenwerte der Buchstabenkette SIVNXBMHNOTE ein-
setzen, und das Ausgangswort wie folgt berechnen (jeweils modulo 26):
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ap = 4-2547-17 = 219=11 = K
ag = 9-256422-17 = 59=1 = R
az = 4-2247-13 = 1719=23 = Y
ag = 9-22422-13 = 484 =16 = P
as = 4.-84+7-2 = 46=20 = T
ag = 9.-8+22-2 = 116=12 = O
ar; = 4-1447-9 = 119=15 = L
as = 9-14422.9 — 324—=12 = O
ag = 4-13+7-12 = 136=6 = G
apg = 9-134+22-12 = 381 =17 = 1
as = 9-20422-4 = 268=8 = X

(b) Nehmen wir die allgemeine Umformung aus (a):

(i) =2 (1)

so wird ersichtlich, da$ fiir die Umkehroperation (also das Entschliisseln) in jedem Falle
eine inverse Matrix zu 2l existieren muf.

Die Frage ist nun, welche Kriterien sind fiir die Existenz einer inversen Matrix zu 2
wesentlich? Schon nach Definition mufl 2 regular sein. Allerdings diirfte dies nicht das
einzige Kriterium sein. Da Zog allerdings mit den Operationen + und - kein Korper ist,
sondern ein Ring, bei dem nicht fiir die Multiplikation zwangsweise ein inverses Element
existieren mufl, gestaltet dies die Suche nach inversen Matrizen etwas schwierig. Ich
erachte das obige Beispiel als Sonderfall und denke nicht, dafl jede invertierbare matrix
unbedingt sich selbst als Inverses haben muf3.

Ich habe zu diesem Zwecke ein Programm geschrieben, welches jegliche mogliche Matrix
auf Inverse iiberpriift, da mir partout kein analytischer Weg einfallen wollte, eben dieses zu
16sen. Also griff ich zum méchtigen Hammer namens Pascal (spater zum noch méchtigeren
Hammer mit dem einfallslosen Namen C, das allerdings nur aufgrund eigener Damlichkeit)
und machte mich daran, die etwas mehr als 456000 Matrizen iiberpriifen zu lassen. Wobei
mit Hammer Pascal hier eine lange Liste jeglicher moglichen Matrix liefert, zusammen
mit ihrer Determinante und der Information, ob sie in Zgg invertierbar ist oder nicht (auf
Anfrage gern digital erhaltlich, aufgrund des schieren Umfanges von grob geschatzt wohl
iiber 7500 gedruckten Seiten hier nicht beigelegt). Hammer C nahm sich diese Liste,
schlug ein wenig darauf herum, um sie in handliche Brocken zu zerkleinern und spie mir
alsbald fiir jede Determinante vor die Fiile ob eine Matrix mit eben jener Determinante
invertierbar ist oder nicht. Meine Vermutung, dafl sich dies anhand der Determinante
feststellen 1aft, hatte sich bestatigt. Losung folgt:
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A ist invertierbar <= || € {2,4,6,8,10,12,13,14, 16,18, 20, 22, 24}

11.6

Zunachst stellen wir die Matrizen auf.

Adjazenzmatrix:
0101
1 0 0 2
B=100 2 1
1 210
Valenzmatrix:
2 000
03 00
B = 00 30
000 4
Admittanzmatrix:
2 -1 0 -1
-1 3 0 -2
A=V-B 0o 0 1 -1
-1 -2 -1 4

Die Adjunkte A;; der Determinante |2(| berechnet sich dann folgendermafen:

2 1 0 -1
1 3 0 -2
A = 0 0 1 -1
1 -2 —1 4

All - A22 = A33 - A44
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3 0 =2 2 0 -1 2 -1 -1 2 =10
o 1 -1j=/0 1 —-1j=|-1 3 =2|=|-1 3 0]|=5
-2 -1 4 -1 -1 4 -1 -2 4 0 0 1

Ebenso erhalten wir die folgenden 5 zusammenhangenden, spannenden Teilgraphen von

G:




